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En guise d'introduction...

Le but de ce cours est de vous apprendre comment additionner. Bien sûr, on
ne s'occupera pas des 1�1 où des 5�2 : on va étudier les sommations in�nies
(séries) et les sommations continues (intégrales). Ne vous mé�ez pas : une fois
on met l'in�ni dans le jeu, le sol sous les pieds n'est plus si �able : quantités qui
ne sont plus bien dé�nies, opérations innocentes qu'on ne peut plus utiliser,
... En même temps, l'in�ni nous surprend d'une manière agréable, en nous
o�rant des belles identités comme celle-ci de Leonhard Euler, datant de 1736 :

1 � 1

4
� 1

9
� 1

16
� 1

25
� . . . � π2

6
.

Dans le cours, on se concentrera surtout sur les méthodes de calcul : évalua-
tion d'une série ou intégrale concrète, analyse du comportement asympto-
tique d'une expression, . . .. Néanmoins, une base théorique ainsi qu'intuitive
est indispensable pour donner un sens à ces calculs. Elle aide aussi à éviter
des erreurs de calcul, en se rendant compte par exemple qu'une solution ob-
tenue est absurde. Pour assimiler ces techniques et intuitions, il est impératif
de travailler vous-mêmes, en faisant les exercices qui vous seront o�erts. Il va
sans dire alors que les séances de TD font une partie intégrale de ce cours.

Les séries et les intégrales sont des outils de base qui apparaissent partout
dans les sciences, non seulement dans les mathématiques pures ou la phy-
sique. J'espère donc que ce cours vous aidera à les manipuler avec plus de
con�dence.

Kenny De Commer
Cergy-Pontoise, 2013





Première partie

Séries
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Chapitre 1

Séries numériques

1.1 Suites numériques

1.1.1 Dé�nition

On joue un jeu : chaque personne crit un nombre, au hasard. On demande à
quelqu'un de noter les nombres obtenus. Par exemple, on obtient la liste

2, 6, 396, 0.99, �666, π, 2, . . .

Si on continuerait ce jeu indé�niment, cette liste continuerait in�niment vers
la droite. Notons que cette liste est ordonnée : si je demande `quel est le
nombre que la troisième personne a crié', vous répondrez `396'. On dira que
c'est le nombre à l'indice 3.

2, 6, 396
Ò
3

, 0.99, �666, π, 2, . . .

On appellera une telle liste ordonnée de nombres comme ci-dessus une suite.

Dé�nition 1.1.1. Une suite est une collection de nombres, indexée par les
entiers naturels.
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4 Chapitre 1. Séries numériques

Exercices :

1. Vrai ou faux : le même nombre peut �gurer plusieurs fois dans une
suite.

2. Vrai ou faux : il su�t de connaître le début d'une suite pour connaître
toute la suite (comme supposé dans les tests de QI).

3. Combien de suites est-ce qu'on peut former qui ne contiennent que des
nombres entiers positifs, et telles que le nombre à l'indice n est inférieur
ou égal à n�13

n2�1
? (Suggestion : Si pour n un indice donné on a n�13

n2�1
  1,

on sait que le nombre à cet indice est égal à 0.)

En général, c'est trop fatiguant de donner toute cette liste de nombres chaque
fois qu'on veut en parler. On donnera donc un nom à cette liste. En général,
ce nom consistera d'un couple de parenthèses avec dedans une seule lettre
munie d'un indice abstrait, comme panq, pbnq, pukq, pvpq, . . . Par exemple, on
pourrait appeler notre suite ci-dessus la suite punq, et on notera

punq � p2, 6, 396, 0.99, �666, π, 2, . . .q.

Dans l'expression punq, le n n'est qu'un symbole abstrait. Si par contre on
a choisi un nombre naturel concret n, le symbole un (sans parenthèses !) dé-
signe alors le nombre à l'indice n. Par exemple pour la même suite punq, on
a u1 � 2, u3 � 396, u4 � 0.99.

Attention ! Parfois, c'est utile de commencer une suite à un indice di�é-
rent de 1, ou de prendre tous les nombres entiers (positifs ainsi que négatifs)
comme des indices (dans ce cas, on obtient des suites qui continuent in�-
niment vers la droite et vers la gauche). On indiquera cela avec un petit
symbole en bas de la notation. Par exemple, si on écrit punqn¥2, on veut dire
que la suite commence à l'indice 2. Une fois qu'on y est habitué, on néglige
parfois d'ajouter cette notation en plus, et on suppose que le choix du pre-
mier indice est clair du context.

La suite ci-dessus était aléatoire, mais dans beaucoup de cas une suite a une
sorte de `logique interne' : on peut déterminer le nombre qui apparaît à l'in-
dice n par une formule où un règle de calcul.
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Par exemple, dé�nissons une suite panqn¥1 par la formule suivante :

an � 1

n
.

Donc, la valeur de cette suite à l'indice n est précisément la réciproque de
ce nombre, c'est-à-dire 1{n. Si on écrirait cette suite comme une liste de
nombres, on obtiendrait

panq � p1, 1

2
,
1

3
,
1

4
,
1

5
, . . .q.

Si on a exprimé la valeur an d'une suite panq directement en terme de l'indice
n, on dira qu'on a trouvé une formule de forme fermée pour la suite.

Une autre façon de dé�nir une suite est par recursion : on donne le terme
initial ainsi que la règle d'obtenir le terme suivant du terme (ou des termes)
précédent(s).

Exemple 1.1.2. Soit pFnqn¥0 la suite dé�nie par la règle suivante : on met
F0 � F1 � 1, et si n ¥ 2, on met Fn � Fn�2 � Fn�1. Les premiers termes de
cette suite sont

pFnq � p1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, . . .q.
Cette suite est connue comme la suite de Fibonacci, comme elle apparaît
dans le livre `liber abaci' (`livre de calcul') de Leonardo Pisano (`Léonard de
Pise'), surnommé après sa mort Fibonacci (`�ls de Bonacci'). 1

C'est possible de donner une formule de forme fermée pour cette suite, comme
on verra dans la section 2.3.

1. Liber Abaci, Chapitre 12 : `Quot paria coniculorum in uno anno ex uno pario germi-
nentur. Quidam posuit unum par cuniculorum in quodam loco, qui erat undique pariete
circundatus, ut sciret, quot ex eo paria germinarentur in uno anno : cum natura eorum
sit per singulum mensem aliud par germinare ; et in secundo mense ab eorum natiuitate
germinant.' Traduction : `Combien de lapins descendent en une année d'une pair de la-
pins ? Quelqu'un met une pair de lapins dans un endroit complètement entouré par un
mur, pour découvrir combien de lapins en descenderaient dans une année : par leur nature
une pair prend un mois pour générer une autre pair ; et dans leur deuxième mois après
leur naissance ils commencent à reproduire.' On peut voir une copie de la page originale
sur http://fr.wikipedia.org/wiki/Liber_abaci.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Liber_abaci
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Attention ! Une même suite peut être dé�nie de plusieurs façons. Par exemple,
la suite avec terme général un � 1

n
ci-dessus peut aussi être dé�nie par une

formule de recursion, en mettant

u1 � 1,

un�1 � un
un � 1

.

Comment est-ce qu'on peut véri�er c'est bien la même suite ? D'abord, c'est
toujours utile de calculer les premiers termes pour voir si les suites pourraient
être égales. Pour montrer qu'en fait tous les termes sont égaux, on pourrait ici
utiliser un raisonnement par récurrence. Rappelons-nous la structure d'une
telle démonstration.

 D'abord, on montre que l'égalité vaut pour le premier terme. En e�et,
u1 � 1 dans les deux dé�nitions.

 Maintenant, on suppose que pour un n ¥ 1 donné, on sait déjà que un,
donné avec la formule de récurrence, est égal à 1

n
. Le but est alors de

montrer qu'aussi un�1 � 1
n�1

. Mais par la formule de récurrence, on a bien
que

un�1 � un
un � 1

�
1
n

1
n
� 1

phéréditéq

� 1

n� 1
pmultiplication avec n de numérateur et dénominateur).

Exercices :

1. Écrire les premiers six termes des suites punqn¥0 suivantes.
 un � 1

pn�1qpn�2q ,
 un � un�1 � 1 où u0 � 0,
 un � u2

n�1 � 1 où u0 � 0,
 un � 1 � 1

un�1
où u0 � 1{2.

2. Déterminer F13 dans la suite de Fibonacci. (Réponse : 377)

3. Montrer que les deux suites suivantes, punqn¥0 et pvnqn¥0, sont égales :
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 un � pn� 1q2,
 v0 � 1, vn � vn�1 � 2n� 1.

Remarque 1.1.3. Si jamais vous rencontrez une suite de nombres entiers qui
vous semble curieux, vous pouvez consultez le site web http://oeis.org/

pour voir si c'est en fait une suite bien connue ou pas.

1.1.2 Convergence

Dé�nition 1.1.4. On dit qu'une suite punq est convergente s'il existe un
nombre u tel que un se rapproche de u quand n devient très large (on dit
aussi : quand n tend vers l'in�ni). On dit alors que punq converge (ou tend)
vers u, et que u est la limite de la suite punq. On écrit

lim
nÑ8

un � u.

Exemples 1.1.5.  La suite punq avec un � 1
n
tend vers zéro, comme 1

n

devient très petit (proche de zéro) quand n devient très large, visualisez
u100 � 0, 01, u10000 � 0, 0001, . . .. On écrit :

lim
nÑ8

un � 0.

 La suite vn avec vn � 1 � 1
n
a la limite 1, donc

lim
nÑ8

vn � 1.

La dé�nition ci-dessus n'est pas trop rigoureuse : une dé�nition plus au goût d'un mathématicien est la

suivante. On dit qu'une suite punq est convergente s'il existe un nombre u P R tel que, pour tout ε ¡ 0,

on a qu'il existe N P N avec la propriété que si n ¥ N , alors |un � u|   ε. On peut facilement interpréter

cette dé�nition au moyen d'un dessin : la suite punq converge vers u si pour tout petit intervalle autour

de u, les valeurs un se trouvent dans cet intervalle dès que l'indice n a passé un indice `seuil' N .

Dé�nition 1.1.6. Une suite qui n'est pas convergente est dite divergente.
Un cas particulier est la divergence vers l'in�ni : on dit que la suite punq
diverge vers plus in�ni si pour tout nombre donné M , on a un ¥ M pour
tout n su�samment grand. Notation :

lim
nÑ8

un � �8.

http://oeis.org/
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De même, on dit que la suite punq diverge vers moins in�ni si pour tout
nombre donné M , on a que un ¤ M pour tout n su�samment grand. Nota-
tion :

lim
nÑ8

un � �8.
Remarque 1.1.7. Une suite punq est dite croissante si pour tout n, on a
un ¤ un�1. Si une suite est croissante, soit elle est convergente, soit elle
diverge vers plus in�ni. De même, on dit qu'une suite punq est décroissante
si pour tout n, on a un ¥ un�1. Si une suite est décroissante, soit elle est
convergente, soit elle diverge vers moins in�ni.

Exemples 1.1.8.  La suite décroissante p 1
n
q tend vers 0, i.e. lim

nÑ8
1
n
� 0.

 La suite croissante pnq tend vers �8.
 La suite p1, 0, 1, 0, . . .q est divergente, mais ne diverge pas vers l'in�ni.

En général, ce qui est le plus important, c'est de connaître les règles pour
traiter les limites en terme de certaines limites connues. Quelques limites
fondamentales sont les limites suivantes :

 limnÑ8 1
n
� 0.

 Plus généralement, si P pnq et Qpnq sont des polynômes en n, on a que

lim
nÑ8

P pnq
Qpnq � 0 si degré P   degré Q.

Par contre,

lim
nÑ8

P pnq
Qpnq � �8 si degré P ¡ degré Q,

ou le signe dépend des coe�cient dominants. Finalement, si les degrés de
P et Q sont égaux, la limite limnÑ8

P pnq
Qpnq est le quotient des coe�cients

dominants. Par exemple,

lim
nÑ8

n� 1

n2 � 1
� 0, lim

nÑ8
1�n2

n� 2
� �8, lim

nÑ8
2n2 � 1

n2 � 1
� 2.

 Si a ¡ 1 on a 2

lim
nÑ�8

an � �8 et lim
nÑ�8

a�n � 0.

2. On se rappelle que a�n � 1
an .
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Par contre, si 0   a   1, on a

lim
nÑ�8

an � 0 et lim
nÑ�8

a�n � �8.

 Pour tout polynôme P pnq en n, et tout a ¡ 1, on a que P pnqa�n � 0. Par
exemple,

lim
nÑ8

pn2 � n� 1q2�n � 0.

On a aussi des règles simples, comme

 la limite d'une somme est la somme des limites, par exemple

lim
nÑ8

�
n� 1

n� 1
� n� 1

n� 1



� lim

nÑ8
n� 1

n� 1
� lim

nÑ8
n� 1

n� 1
� 1 � 1 � 2.

 la limite d'un produit est le produit des limites, par exemple

lim
nÑ8

�
n� 1

n
2�n



� p lim

nÑ8
n� 1

n
qp lim
nÑ8

2�nq � 1 � 0 � 0.

 la limite d'une fonction continue f appliquée à une expression contenant
n est la fonction continue appliquée à la limite, par exemple avec f la
fonction exponentielle fpxq � 2x, on a

lim
nÑ8

2
1
n � 2limnÑ8 1

n � 20 � 1.

Ici, il faut seulement faire attention que l'expression obtenue n'est pas une
forme indéterminée.

Formes indéterminées : 8�8, 0

0
,

8
8 et 0 � 8.

Dans ce cas, c'est souvent utile de réduire l'expression à une expression de la
forme limnÑ8

fpnq
gpnq , et d'appliquer la règle suivante, connue comme règle de

l'Hôpital.

Lemma 1.1.9 (Règle de l'Hôpital). Si f et g sont deux fonctions di�éren-
tiables et limnÑ8 fpnq � limnÑ8 gpnq � �8 ou limnÑ8 fpnq � limnÑ8 gpnq �
0, alors 3

lim
nÑ8

fpnq
gpnq � lim

nÑ8
f 1pnq
g1pnq ,

si l'expression à droite est bien dé�nie.

3. On suppose aussi que gpxq � 0 pour tout x su�samment grand.
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Exemple 1.1.10. Montrons que limnÑ8 ne�n � 0, à l'aide de la règle de
l'Hôpital. On a

lim
nÑ�8

ne�n � lim
nÑ�8

n

en
.

Ici, on observe que limnÑ�8 n � �8 ainsi que limnÑ�8 en � �8. Donc,

lim
nÑ�8

ne�n � lim
nÑ8

n

en

�
pHq

lim
nÑ�8

1

en

� lim
nÑ�8

e�n � 0.

Remarque 1.1.11. Comme on aurait pu observer ci-dessus, si on applique
la règle de l'Hôpital dans une computation, on met le symbole pHq sous le
signe d'égalité dans l'étape où on applique la règle.

Exercices :

1. Déterminer la limite des suites suivantes :

pn
2 � 2

n� 1
qn¥0, p3 1

n2 qn¥1, p2 � n� n2

2n2 � 6
qn¥0, ppn6 � n3 � 1q5�nqn¥0.

2. Montrer que la limite de p n?nqn¡0 vaut 1. (Suggestion : prendre le lo-
garithme, en se rappelant que lnpabq � b lnpaq et que a

?
b � b

1
a .)

1.2 Séries numériques

À partir d'une suite donnée, on peut construire des autres suites.

Exemple 1.2.1. Chaque jour, quelqu'un joue un jeu d'hasard où il gagne
ou perd de l'argent. Voici les montants qu'il a gagné ou perdu chaque jour
(à partir d'un certain jour).

punq � p20, 30,�10,�50,�50, 100, . . .q.

On se demande : le troisième jour, combien a-t-il gagné ou perdu en total ?
Évidemment, on prend la somme 20� 30� 10 � 40. Et le huitième jour ? Et
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le n-ième jour ? On peut donc mettre tous ces montants ensemble dans une
nouvelle suite :

pSnq � p20, 50, 40,�10,�60, 40, . . .q.
En formule, on a que

Sn �
ņ

k�1

uk � u1 � u2 � u3 � . . .� un�1 � un.

Dé�nition 1.2.2. Soit punq une suite de nombres. On appelle série de terme
général un la suite pSnq où

Sn �
ņ

k�1

uk.

On appelle Sn la ne somme partielle de la série.

Exemples 1.2.3.  Si
punq � p1, 1, 1, . . .q,

une suite constante, alors

pSnq � p1, 2, 3, 4, . . .q.

 On se souvient de la formule

1 � qn�1 � p1 � qqp1 � q � q2 � . . .� qn�1 � qnq.

Donc si q � 1 est un nombre, et punq est la suite géométrique à raison q et
terme initial 1,

punqn¥0 � p1
||
q0

, q
||
q1

, q2, q3, q4, . . .q,

on a que la suite des sommes partielles associée est

pSnqn¥0 � p1, 1 � q, 1 � q � q2, 1 � q � q2 � q3, . . .q
� p1 � q

1 � q
,
1 � q2

1 � q
,
1 � q3

1 � q
, . . .q.

On a la forme fermée Sn � 1�qn�1

1�q .

Exercices :
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1. Déterminer la suite des sommes partielles de la suite

punq � p1, 1{2, 1{4, 1{8, 1{16, . . .q.

2. Déterminer la suite des sommes partielles pour la suite

pvnq � p1, 0,�1, 0, 1, 0,�1, 0, 1, . . .q.
Dé�nition 1.2.4. Soit punq une suite. On dit que la série avec terme général
un converge si et seulement si la suite pSnq de ses sommes partielles converge.
On appelle alors la limite de la suite des sommes partielles la somme de la
série. On la note comme 8̧

k�1

uk � lim
nÑ8

Sn.

Si cette limite n'existe pas, on dit que la série diverge.

Attention ! On utilise parfois le symbole abstrait
°8
k�1 uk pour parler fa-

cilement de la suite des sommes partielles associées, même si la série ne
converge pas ! Dans ce cas, on dit plutôt que

°8
k�1 uk est une série formelle.

Par exemple, on peut dire alors des choses comme `la série
°8
k�1 uk diverge'.

Exemples 1.2.5.  Pour la suite constante punq � p1, 1, 1, . . .q, la ne somme
partielle est égale à Sn � n, ce qui tend vers l'in�ni. La série

°8
k�1 1 est

donc divergente.

 Plus généralement, soit q P R un nombre quelconque, et considérons de
nouveau la suite pvnq � qn. On peut alors écrire, si q � 1,

Sn � 1 � qn�1

1 � q
.

Le cas q � 1 est la suite constante de l'exemple précédent. Pour q � 1, on
a trois cas à considérer.

 Si |q| ¡ 1, on voit que la série
°8
k�0 q

k est divergente, comme qn�1 tend
vers l'in�ni.

 Si |q|   1, on a que la série converge, et la somme de la série est égale à

8̧

k�0

qk � lim
nÑ8

1 � qn�1

1 � q
� 1

1 � q
.
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 Si q � �1, la suite pvnq est p1,�1, 1,�1, . . .q, et la suite des sommes
partielles est alors p1, 0, 1, 0, . . .q. On voit que la suite°8

k�0p�1qk, appelée
aussi série de Grandi, est divergente.

 Considérons la suite pwnqn¥1 � 1
n
. La série associée, appelée série harmo-

nique, a comme ne somme partielle

Sn � 1 � 1

2
� 1

3
� . . .� 1

n
.

Montrons que cette série est divergente.

Supposons que nous sommes arrivés dans la suite à une valeur n avec
n ¥ 2k�1 pour un certain k P N. Alors Sn contient en particulier la somme

1

2k � 1
� 1

2k � 2
� . . .� 1

2k � 2k � 1
� 1

2k � 2k
.

Comme on a 2k � 2k � 2k�1, qu'on peut réécrire cette expression comme

1

2k � 1
� 1

2k � 2
� . . .� 1

2k�1 � 1
� 1

2k�1loooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooon
2k

¥ 2k � 1

2k�1
� 1

2
.

On voit qu'alors

Sn ¥ 1 � 1

2
� p1

3
� 1

4
q � p1

5
� 1

6
� 1

7
� 1

8
q � . . .

�
�

1

2k � 1
� 1

2k � 2
� . . .� 1

2k�1 � 1
� 1

2k�1




¥ 1 � 1

2
� 1

2
� . . .� 1

2loooooooomoooooooon
k�1

� 1 � k � 1

2
.

On peut faire cette dernière valeur aussi large qu'on veut en prenant n
su�samment grand. Il en découle que pSnq est divergente.

Exercices :
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1. Si punqn¥1 est une suite quelconque, on peut former une nouvelle suite
pvnqn¥1 avec

vn � un�1 � un.

La série avec terme général vn est appelée une série télescopique.

 Véri�er que la ne somme partielle de la suite pvnq est égale à un�1�u1.
 Montrer que

°8
n�0 vn est convergente si et seulement si punq est

convergente, et que

8̧

n�1

vn � p lim
nÑ8

unq � u1.

2. Déterminer
°8
n�1

1
npn�1q . (Suggestion : écrire

1
npn�1q comme A

n
� B
n�1

pour
des constantes A et B.)

Pour �nir cette section, introduisons la dé�nition suivante.

Dé�nition 1.2.6. On dit que la série de terme générale un est absolument
convergente si et seulement si

°8
k�1 |uk| converge. 4

Remarque 1.2.7. Comme
°8
k�1 |uk| a pour terme général un nombre positif,

on a que
°8
k�1 |uk| est une suite croissante. On a donc que soit cette série

converge, soit elle diverge vers l'in�ni.

Exemple 1.2.8. La suite
°8
n�1p�1qn 1

n
n'est pas absolument convergente,

comme
°8
n�1 |p�1qn 1

n
| � °8

n�1
1
n
est la série harmonique, dont on sait qu'elle

n'est pas convergente. Par contre, on verra plus tard que
°8
n�1p�1qn 1

n
est

bien convergente.

1.3 Critères de convergence

Il existe des critères divers, pas toujours concluants, pour véri�er si une série
converge ou diverge.

4. On se rappelle que |a| est la valeur absolue d'un nombre, donc |a| � a si a est positif,
et |a| � �a est négatif. Par exemple, |2| � 2 et | � 4| � 4.
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Le premier critère est très simple.

Critère 1. Pour qu'une série converge, il est nécessaire (mais pas su�sant !)
que la suite punq de ses termes généraux converge vers zéro :

lim
nÑ8

un � 0.

Exemples 1.3.1.

 Considérons la série
°8
n�1 cosp 1

n
q. Comme cosp 1

n
q converge vers cosp0q � 1 �

0, la série
°8
n�1 cosp 1

n
q est divergente.

 Considérons la série
°8
n�0 sinpnq. Comme la suite psinpnqq n'est pas conver-

gente (et en particulier ne converge pas vers zéro), la série
°8
n�0 sinpnq est

divergente. 5

 La série harmonique
°8
n�1

1
n
a pour terme général 1

n
, ce qui converge vers

zéro. Alors, à partir du critère ci-dessus on ne peut pas décider si la série est
divergente ou convergente. Mais on a déjà déterminé, à partir d'une autre
méthode, que la série est divergente.

Un autre critère qui est assez facile à véri�er, mais néanmoins très utile, est
celui de la comparaison avec une autre série.

Critère 2 (Critère de comparaison). Soient punq et pvnq deux suites, avec
vn ¥ 0 pour tout n.
 Si |un| ¤ vn et

°8
n�0 vn est convergente, on a qu'aussi

°8
n�0 un est absolu-

ment convergente, et
8̧

n�0

un ¤
8̧

n�0

|un| ¤
8̧

n�0

vn.

 Si 0 ¤ vn ¤ un et
°8
n�0 vn est divergente, on a qu'aussi

°8
n�0 un est

divergente.

Exemple 1.3.2. Considérons la suite punqn¥2 avec un � 2?
n�1�?n . On a que

2?
n� 1 �?

n
¥ 2

2
?
n

¥ 1

n

5. Ce n'est pas si direct pour montrer que psinpnqq est divergente, on utilise en fait que
π est un nombre irrational. On admet donc ici plutôt la divergence de psinpnqq.
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Comme
°8
n�2

1
n
est divergente, il en est de même pour

°8
n�2 un.

On peut aussi formuler le critère d'une manière plus quantitative.

Critère 2' (Critère de comparaision, version quantitative). Soient punq et
pvnq deux suites, avec vn ¡ 0 pour tout n.
 Si la suite pun

vn
q est convergente (donc limnÑ8 un

vn
� a pour un certain a P R)

et
°8
n�0 vn est convergente, alors

°8
n�0 un est absolument convergente.

 Si la suite pun
vn
q est convergente et limnÑ8 un

vn
� a avec a � 0, alors

°8
n�0 vn

est convergente si et seulement si
°8
n�0 un est absolument convergente.

Exemple 1.3.3. Considérons la série
°8
n�1

n2�1
n3�1

. Notons un � n2�1
n3�1

, et no-

tons vn � 1
n
. On voit que un

vn
� n3�n

n3�1
, ce qui converge vers 1 quand n tend à

l'in�ni. Comme
°8
n�1 vn �

°8
n�1

1
n
est divergente (c'est la série harmonique),

aussi
°8
n�1

n2�1
n3�1

est divergente, par la deuxième partie de Critère 2'. 6

Les deux critères suivants sont très utiles pour démontrer la convergence
absolue d'une série. Essentiellement, ils sont des ra�nements du critère 1,
prenant en compte la rapidité de la convergence vers zéro de la suite.

Critère 3 (Critère de Cauchy). Soit punq une suite. Si

lim |un| 1n   1,

on a que la série
°8
n�0 un converge absolument. 7

Attention ! Dans le cas où lim |un| 1n � 1, le critère reste muet ! Par contre,
si lim |un| 1n ¡ 1, on peut aisément démontrer qu'en fait lim |un| � �8, donc
forcément

°8
n�0 un diverge.

Exemples 1.3.4.  Mettons un � p�1
2
qn, une progression géométrique à

raison �1
2
. Le critère de Cauchy nous dit que la série associée est conver-

6. En fait, la conclusion qu'on peut faire à partir du critère est plutôt que
°8

n�1
n2�1
n3�1

n'est pas absolument convergente. Mais comme on voit directement que tous les termes
sont positifs, convergence et convergence absolue ont le même sens pour cette série.

7. Ici, on remplace lim avec lim sup si la limite n'existe pas.
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gente, comme lim |un|1{n � |p�1
2
qn|1{n � �p1

2
qn�1{n � 1

2
, ce qui est stricte-

ment inférieur à 1. Évidemment, ici on sait même évaluer la série, comme
on a que

°8
n�0p�1

2
qn � 1

1�p� 1
2
q � 2{3.

 Mettons un � 1
2n�3n

. Alors on a que 8

lim
nÑ8

|un|1{n � limp 1

2n � 3n
q1{n

¤ limp 1

2n
q1{n

� 1{2   1,

donc aussi la série
°8
n�0

1
2n�3n

est convergente, bien que ce soit mainte-
nant pas du tout clair comment déterminer plus explicitement la série°8
n�0

1
2n�3n

.

 Mettons un � 1
n
. On a que lim |un|1{n � lim 1

n
?
n
� 1. Du critère de Cau-

chy on peut donc rien conclure sur la convergence de la série harmonique°8
n�1

1
n
(bien qu'on sache déjà que cette série est divergente).

Critère 4 (Critère de d'Alembert). Soit punq une suite. Si on peut trouver
une constante r   1 (indépendant de n) telle que

|un�1| ¤ r|un|

pour tout n su�samment grand, alors la série
°8
n�0 un est absolument conver-

gente.

Nous insistons sur le fait que la borne r dans les énoncés est uniforme (donc
indépendante de n). En e�et, si on sait seulement que |un�1|   |un| pour tous
les n, on ne peut conclure ni convergence, ni divergence (même si la suite
tend vers zéro).

8. Est-ce que vous pouvez démontrer que la limite dans la première ligne existe ? Sug-
gestion : prendre la logarithme et appliquer la règle de l'Hôpital en remplaçant n par lnpxq,
où on laisse alors x tendre vers l'in�ni. En tout cas, l'existence de la limite même n'est
pas trop importante ici, à cause de l'estimation dans la deuxième ligne.



18 Chapitre 1. Séries numériques

Mettons de nouveau ce critère dans une forme plus pratique.

Critère 4' (Critère d'Alembert, version limite). Soit punq une suite.

Si un � 0 pour n grand, et limnÑ8
|un�1|
|un| existe avec limnÑ8

|un�1|
|un|   1, alors°8

n�0 un est absolument convergente.

De nouveau, si limnÑ8
|un�1|
|un| � 1, le critère reste muet. Si limnÑ8

|un�1|
|un| ¡ 1,

la série
°8
n�0 un est divergente (comme la suite punq ne peut pas converger

vers zéro dans ce cas - exercice !).

Exemples 1.3.5.  Considérons la suite punqnPN0 � p 1
n!
q. 9 On voit alors que

un�1 � 1

pn� 1q � n � pn� 1q . . . 3 � 2 � 1

¤ 1

2 � n � pn� 1q � . . . � 3 � 2 � 1

� 1

2
un pour n ¥ 1.

Le critère de d'Alembert nous dit que la série
°8
n�0

1
n!
est donc convergente.

 Pour un k P R�
0 donné, considérons la suite

punqnPN0 � p 1

nk
q.

La série associée est appelée une série de Riemann (ou série hyperharmo-
nique). Le cas k � 1 se réduit à la série harmonique.

On a que la suite punq est décroissante avec

lim
nÑ8

p 1

nk
q1{n � lim

nÑ8

�
1
n
?
n


k
� 1,

9. On se rappelle que n! � 1 �2 �3 �4 � . . . �pn�1q�n, donc par exemple 4! � 1 �2 �3 �4 � 24.
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ainsi que

lim
nÑ8

1
pn�1qk

1
nk

� lim
nÑ8

�
n

n� 1


k
� 1.

On ne peut donc pas appliquer les critères de Cauchy ou de d'Alembert
pour décider sur la convergence des séries.

Néanmoins, on peut se servir de la Proposition 4.3.1 et la divergence de la
série harmonique pour démontrer que la série de Riemann est divergente
si k ¤ 1.

Par contre, quand on a que k ¡ 1, la série est convergente : on a que, pour
n ¥ 2,

0 ¤ 1

pn� 1qk ¤
1

k � 1

� 1

nk�1
� 1

pn� 1qk�1

	
,

et la série téléscopique des termes à droite est convergente. 10

Exercice : Démontrer que
°8
n�1

1
n2 est convergente en utilisant une tech-

nique similaire à celle de la démonstration que
°8
n�1

1
n
diverge.

Finalement, nous considérons le critère de Leibniz, qui nous donne de l'in-
formation sur la convergence d'une série qui n'est pas forcément absolument
convergente.

Critère 5 (Critère de Leibniz). Soit punq une suite alternante (à la fois po-
sitive et négative), telle que la suite |un| est décroissante avec limite 0. Alors
la série

°8
n�0 un est convergente.

Exemple 1.3.6. : Soit un � p�1qn 1
n
, donc

punq � p1,�1

2
,
1

3
,�1

4
, . . .q.

10. Pour démontrer l'inégalité ci-dessus, notons d'abord qu'elle est équivalente, en mul-

tipliant les deux côtés avec pk � 1qpn � 1qk, à l'inégalité k � 1 ¤ pn�1qk

nk�1 � pn � 1q �
pn�1qk�nk�nk�1

nk�1 . Alors par le binôme de Newton, on a pn�1qk � nk�knk�1�
�
k
2

�
nk�2�. . .

Donc pn�1qk�nk�nk�1

nk�1 � pk � 1q �
�
k
2

�
1
n � . . ., où tous les termes restants sont positifs.
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On a que |un| � 1
n
, donc c'est bien une suite décroissante (|un�1| ¤ |un|,

c'est-à-dire 1
n�1

¤ 1
n
). En plus, on a que lim 1

n
� 0. On peut donc appliquer

le critère de Leibniz, qui nous dit que la série associée est convergente. 11 Par
contre, comme la série harmonique n'est pas convergente, on voit que cette
série n'est pas absolument convergente.

1.4 Une inégalité importante

Si punq est une suite, quelle est `son ampleur' ? Quand est-ce qu'on peut
dire d'une suite qu'elle est grande, ou petite ? Cette question n'admet pas de
réponse unique, et on pourrait fabriquer des millions de notions d'ampleur
pour les suites si on voudrait. Néanmoins, il y a certaines notions d'ampleur
qui s'avèrent très utiles, appelées des normes. Ici, on ne mentionne que les
trois normes suivantes.

 La norme uniforme : Si punq est une suite, on dénote

}punq}8 � sup
n
|un|,

et on l'appelle la norme uniforme de la suite. 12 Par exemple, si punq �
p 1
n
q � p1, 1

2
, 1

3
, 1

4
, . . .q, on a que la valeur maximale dans cette suite est 1,

donc }punq}8 � 1. Si pvnq � p1� 1
n
q � p0, 1

2
, 2

3
, 3

4
, . . .q, on voit que la valeur

maximale sera `�nalement' 1, donc aussi }pvnq} � 1.

 La norme l1 (norme `ell 1') : Si punq est une suite, on dénote

}punq}1 �
8̧

n�0

|un|,

et on dit que c'est la norme de la suite en l1. Par exemple, la norme en l1

de la suite géométrique punq � p 1
2n
q est }punq}1 �

°8
n�0

1
2n
� 1

1� 1
2

� 2.

11. On peut montrer que
°8

n�1p�1qn 1
n � � lnp2q, où ln est le logarithme naturel.

12. Rappel : sup veut dire `borne supérieure' d'un ensemble de nombres : c'est le nombre
le plus petit qu'on peut trouver qui est néanmoins plus grand que tous les nombres dans
l'ensemble.
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 La norme l2 (norme `ell 2') : Si punq est une suite, on dénote

}punq}2 �
gffe� 8̧

n�0

|un|2
�
,

et on l'appelle la norme l2 de punq. Par exemple, si on prend de nouveau la

suite géométrique punq � p 1
2n
q, la norme en l2 est }punq}2 �

b°8
n�0

1
22n

�b°8
n�0

1
4n
�
b

1
1� 1

4

� 2?
3
.

Exercice : Montrer que pour toute suite, on a }punq}8 ¤ }punq}1, et aussi
}punq}8 ¤ }punq}2.

La forme de la norme l2 pourrait vous paraître un peu bizarre. Eh bien, rien
autre pouvait être plus naturel ! En e�et, considérons l'espace R3 qui forme
un modèle idéalisé pour l'espace qui nous envelope. Les points p dans R3 se
décrivent à l'aide d'un triple de nombre réels, disons p � px, y, zq. Supposons
maintenant que p � px1, y1, z1q et q � px2, y2, z2q sont deux points dans R3.
Quelle est la distance euclidienne dpp, qq entre les deux ? On sait bien que

dpp, qq �
a
px2 � x1q2 � py2 � y1q2 � pz2 � z1q2.

On voit bien que c'est de la même forme que ci-dessus : une racine d'une
somme de carrés ! La seule di�érence est que pour les suites, on a remplacé
une somme avec trois termes (pour R3) par une série contenant un nombre
in�ni de termes. On peut dire que l'espace des suites, avec la distance

dppunq, pvnqq �
gffe� 8̧

n�0

|vn � un|2
�
,

est comme un espace euclidien avec un nombre in�ni de dimensions. 13 On
appelle un tel espace aussi un espace de Hilbert. Au lieu des axes principales
déterminés par les vecteurs de direction principale X � p1, 0, 0q, Y � p0, 1, 0q
et Z � p0, 0, 1q, on a maintenant un nombre in�ni de directions principales,

13. En fait, on considère ici seulement les suites punq avec }punq}2   8
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données par les vecteurs principales X1 � p1, 0, 0, 0, . . .q, X2 � p0, 1, 0, 0, . . .q,
X3 � p0, 0, 1, 0, . . .q,. . .
Cette comparaison avec R3 nous mène directement à des autres idées : est-ce
qu'on peut dé�nir pour les suites des analogues du produit scalaire ? On se
rappelle que dans R3, le produit scalaire entre deux vecteurs u � pu1, u2, u3q
et v � pv1, v2, v3q est donné par 14

xu, vy � u1v1 � u2v2 � u3v3.

On a alors que
xu, vy � }u}2 }v}2 cospθq,

où θ est l'angle formé entre u et v. En particulier, on a que |xu, vy| ¤ }u}2}v}2.

En e�et, ces notions ont aussi un sens pour les suites : si punq et pvnq sont
deux suites, on peut former leur produit scalaire

xpunq, pvnqy �
8̧

n�0

unvn,

si l'expression à droite est bien dé�nie. La proposition ci-dessous donne alors
une généralisation de l'inégalité ci-dessus.

Proposition 1.4.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz-Buniakovsky 15). Soient
punq et pvnq deux suites. Supposons que }punq}2 et }pvnq}2 sont bien dé�nies
(donc   8). Alors xpunq, pvnqy est bien dé�ni, et on a pour la valeur absolue
du produit scalaire que

|xpunq, pvnqy| ¤ }punq}2 }pvnq}2.

Plus explicitement : si on a que les séries
°8
n�0 |un|2 et

°8
n�0 |vn|2 convergent,

alors la série
°8
n�0 unvn converge, et nous avons l'inégalité

�� 8̧

n�0

unvn
�� ¤

gffep
8̧

n�0

|un|2q
gffep

8̧

n�0

|vn|2q.

14. On écrit parfois aussi xv, wy � v � w, en anglais le `dot product'.
15. Pour les séries, cette inégalité doit être attribuée à Cauchy. Buniakovsky, un étudiant

de Cauchy, a montré qu'une telle inégalité vaut aussi si on remplace suites par fonctions et
séries par intégrales. Finalement, Schwarz a montré que l'inégalité vaut dans le contexte
très général d'espaces linéaires avec produit scalaire.
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Les espaces de Hilbert sont très importants pour les applications en physique
et en chimie. En e�et, un élément d'un espace de Hilbert 16 peut être utilisé
pour d'écrire l'état (pure) d'une particule élémentaire comme un électron. On
peut `visualiser' les directions principales comme les états dans laquelle une
particule se trouve dans une régime d'énergie �xée. On fera encore une brève
allusion aux espaces de Hilbert quand nous traiterons l'analyse de Fourier
dans le chapitre 3.

1.5 Suites et séries doubles

Au lieu de considérer des suites indexées par les nombres naturels, on peut
aussi considérer des suites indexées par... des couples de nombres naturels.
On peut dénoter ces suites comme pamnqm,n¥0, et les représenter comme des
matrices (rectangles de nombres).

Exemple 1.5.1. Soit amn � m� 2n. On obtient la suite double�
������

a00 a01 a02 a03 � � �
a10 a11 a12 a13 � � �
a20 a21 a22 a23 � � �
a30 a31 a32 a33 � � �
...

...
...

...
. . .

�
������

�
������

0 2 4 6 � � �
1 3 5 7 � � �
2 4 6 8 � � �
3 5 7 9 � � �
...

...
...

...
. . .

�
�����.

De même, on peut évidemment prendre les séries doubles associées... Évidem-
ment ? Pas complètement : dans quel ordre est-ce qu'on prendra la somme ?
Est-ce qu'on somme d'abord verticalement, et alors horizontalement, donc
quelque chose comme

°8
n�0

°8
m�0 amn ?

17 Où est-ce qu'on somme d'abord
horizontalement et après verticalement, comme dans

°8
m�0

°8
n�0 amn ? Où

est-ce qu'on prend toute une autre manière d'additionner la série double, par
exemple en prenant la limite de

°N
m�0

°N
n�0 amn en laissant N tendre vers

l'in�ni ? Les réponses qu'on obtient ne sont pas toujours les mêmes, comme
illustré par l'exemple suivant.

16. Plutôt, on utilise les espaces de Hilbert complexes, c'est-à-dire on admit que les
valeurs un des suites sont des nombres complexes.
17. Dans cette notation, on commence avec la sommation

°
qui est la plus à droite.
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Exemple 1.5.2. Considérons la suite double�
������

a00 a01 a02 a03 � � �
a10 a11 a12 a13 � � �
a20 a21 a22 a23 � � �
a30 a31 a32 a33 � � �
...

...
...

...
. . .

�
������

�
������

1 �1 0 0 � � �
0 1 �1 0 � � �
0 0 1 �1 � � �
0 0 0 1 � � �
...

...
...

...
. . .

�
�����.

Si on somme d'abord les lignes, on obtient la suite constante p0, 0, 0, 0, . . .q,
et donc

°8
m�0

°8
n�0 amn � 0. Par contre, si on somme d'abord les colonnes,

on obtient la suite p1, 0, 0, 0, . . .q, et donc °8
n�0

°8
m�0 amn � 1.

Néanmoins, il y a une situation assez importante où l'ordre de sommation
n'a aucune importance.

Theorème 1.5.3 (Théorème de Fubini pour les séries doubles). Soit pamnqm,n
une suite double, et supposons qu'une des deux séries doubles

°8
m�0

°8
n�0 |amn|

ou
°8
n�0

°8
m�0 |amn| converge. Alors

°8
m�0

°8
n�0 amn et

°8
n�0

°8
m�0 amn convergent,

et 8̧

m�0

8̧

n�0

amn �
8̧

n�0

8̧

m�0

amn.

En fait, on peut prendre ici la sommation des valeurs dans n'importe quel
ordre, et on arrivera toujours à la même réponse.

En particulier, ce théorème s'applique quand tous les amn sont positives, et
dans ce cas on peut aussi conclure que

°8
m�0

°8
n�0 amn diverge si et seule-

ment si
°8
n�0

°8
m�0 amn diverge. On met cette observation dans la forme d'un

slogan.

SI ON EST POSITIF, TOUT VA BIEN !



Chapitre 2

Séries entières

Dans le premier chapitre, nous avons étudié des séries numériques, c'est-à-
dire des séries où les termes étaient des nombres. Mais on peut aussi former
des séries avec des fonctions comme termes. Dans les deux chapitres suivants,
nous allons étudier deux types de séries où le terme général est une fonction
d'un type très particulier. Dans le chapitre présent, nous étudions les séries
de fonctions où le ne terme dépend seulement de la ne puissance de la va-
riable. Dans le troisième chapitre, nous étudions une autre classe de fonctions
où les termes sont construits de fonctions trigonométriques.

2.1 Suites de fonctions

On a vu dans le premier chapitre la notion de suite de nombres. On peut
également dé�nir des suites d'autres objets, comme des fonctions 1 : disons

pfnq � pf1, f2, f3, f4, . . .q
ou par exemple f1pxq � x2 � 1, f2pxq � sinpxq, f3pxq � �x, f4pxq � ex, . . ..

Dans ce contexte plus élaboré, ce n'est par contre plus su�sant d'avoir une
seule notion de convergence. En e�et, pour les applications on a besoin de tout

1. On suppose pour une suite de fonctions qu'elles ont tous le même domaine de dé�-
nition.

25
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un zoo de notions d'approximation pour les fonctions. Énonçons-en quelques-
unes.

 Convergence simple : Pour tout x, on a que limnÑ8 fnpxq � fpxq, ou, écrit
d'une autre façon, limnÑ8 |fpxq � fnpxq| � 0 pour tout x.

 Convergence uniforme : limnÑ8 supx |fpxq � fnpxq| � 0. 2

 Convergence en L1 : limnÑ8
³ |fpxq � fnpxq|dx � 0.

 Convergence en L2 : limnÑ8
³ |fpxq � fnpxq|2dx � 0.

Dans ces notes, on travaillera surtout avec la convergence simple. La conver-
gence uniforme et la convergence en L2 feront des `cameos', mais on ne les
traitera pas en détail. Pourtant, ils sont très importantes. La convergence en
L2 par exemple mène (de nouveau, voir Section 1.4) à la notion de `espace
de Hilbert', notion fondamentale dans la mécanique quantique. On en dira
un petit peu plus dans le chapitre sur les séries de Fourier.

Remarque 2.1.1. La convergence uniforme est (beaucoup) plus forte que
la convergence simple : si fn Ñ f uniformément, on a forcément que fn Ñ f
simplement. Par contre, si fn Ñ f simplement, on n'a pas forcément que
fn Ñ f uniformément, mais dans ce cas il n'y a que deux possibilités : ou
bien fn Ñ f uniformément, ou bien fn ne converge pas du tout uniformément.

Exemples 2.1.2. 1. Considérons la suite de fonctions pfnqn¥1 sur R où
fnpxq � 1

x2�n2 . On a que fn converge uniformément vers la fonction
constante fpxq � 0. En e�et, on a que supx |fnpxq�fpxq| � supx |fnpxq| �
1
n2 , ce qui tend vers zéro quand n tend vers l'in�ni. Automatiquement,
on a donc que fn tend vers f simplement.

2. Considérons la suite de fonctions gn où gnpxq � e�px�nq
2
. Si on met de

nouveau gpxq � 0, on a que gn Ñ gpxq simplement. En e�et, pour tout

2. Rappel : sup veut dire `borne supérieure' d'un ensemble de nombres : c'est le nombre
le plus petit qu'on peut trouver qui est néanmoins plus grand que tous les nombres dans
l'ensemble. supx veut dire qu'on considère la borne supérieure par rapport à la variable x,
en laissant tous les autres variables (comme par exemple n) constantes.
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x, on a

lim
nÑ8

e�px�nq
2 � e�px�limnÑ8 nq2 � e�px�8q2

� e�8 � 0.

Par contre, gn ne converge pas uniformément à g, comme

sup
x
|gnpxq � gpxq| � sup

x
|gnpxq| ¥ |gnpnq| � 1.

2.2 Séries de fonctions

Une fois qu'on a la notion de suite de fonctions à notre disposition, il n'y a
aucune di�culté à dé�nir la notion de série de fonctions. Comme pour les
séries numériques, on fera une distinction entre les séries formelles (associées
à une suite de fonctions) et les séries proprement dites. Comme pour les
suites, on doit aussi spéci�er le type de convergence qu'on utilise. Pour la
convergence simple, la notion suivante est utile.

Dé�nition 2.2.1. Soit pfnqn¥1 une suite de fonctions, et
°8
n�1 fn la série

formelle associée. On appellera domaine de dé�nition de la série formelle
l'ensemble des x telle que la série

°8
n�1 fnpxq converge.

Sur le domaine de dé�nition, on peut donc dé�nir la fonction x ÞÑ °8
n�1 fnpxq.

Exemple 2.2.2. Soit Xn la fonction telle que Xnpxq � xn, et considérons
la série formelle associée

°8
n�0X

n. Par Exercice 1.2.5, on sait que pour X
remplacé par un réel x choisi, cette série convergera si et seulement si �1  
x   1, et alors on obtient la fonction associée

8̧

n�0

Xn : p�1, 1q Ñ R, x ÞÑ
8̧

n�0

xn � 1

1 � x
.

Dans la suite, on rencontrera deux types de séries de fonctions spéciales :
les séries entières et les séries de Fourier. Ce qui leur rend distincts est que
chaque fonction fn est d'un type très particulier : un multiple de la fonction
x ÞÑ xn pour les séries entières, et un multiple d'une fonction x ÞÑ sinpnxq ou
x ÞÑ cospnxq pour les séries de Fourier. À cause de leur forme très particulière,
on peut dire beaucoup plus sur les propriétés de ces fonctions (notamment
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par rapport à leur convergence par exemple), et on en dira quelque chose
dans les sections à venir.

2.3 Séries entières formelles

Répétons que Xn dénote la fonction x ÞÑ xn.

Dé�nition 2.3.1. Soit panqn¥0 une suite. On appelle série entière de terme
général an la série formelle dé�nie par

f �
8̧

n�0

anX
n.

On appelle aussi f la série génératrice associée à la suite panq.

Les séries formelles ne forment pas des objets isolés : on peut les faire inter-
agir l'un avec l'autre. Par exemple, on peut prendre l'addition de deux séries
formelles, ce qui correspond à prendre la somme de leurs suites correspon-
dantes : � 8̧

n�0

anX
n

�
�
� 8̧

n�0

bnX
n

�
�

8̧

n�0

pan � bnqXn.

On peut aussi prendre le produit de deux séries formelles : 3

� 8̧

n�0

anX
n

�� 8̧

n�0

bnX
n

�
�

8̧

n�0

�
ņ

k�0

akbn�k

�
Xn.

Pour mieux comprendre la formule pour ce produit, considérons seulement

3. Si panq et pbnq sont deux suites, la suite des nombres p
°n

k�0 akbn�kqn¥0 est appelée
leur produit de Cauchy.
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les premiers termes et calculons le produit `évident'.� 8̧

n�0

anX
n

�� 8̧

n�0

bnX
n

�

� pa0 � a1X � a2X
2 � . . .qpb0 � b1X � b2X

2 � . . .q
�

distributivité
a0b0 � a0b1X � a0b2X

2 � . . .� a1Xb0 � a1Xb1X

�a1Xb2X
2 � . . .� a2X

2b0 � a2X
2b1X � a2X

2b2X
2 � . . .� . . .

�
regrouper

a0b0 � pa0b1 � a1b0qX � pa0b2 � a1b1 � a2b0qX2 � . . .

�
�

0̧

k�0

akbk

�
�
�

1̧

k�0

akb1�k

�
X �

�
2̧

k�0

akb2�k

�
X2 � . . .

�
8̧

n�0

�
ņ

k�0

akbn�k

�
Xn.

Ces opérations satisfont alors les règles usuelles : commutativité et associati-
vité, distributivité de la multiplication sur l'addition, . . . On dit que les séries
entières formelles forment un anneau commutatif.

Exemples 2.3.2.  On a déjà rencontré la série formelle
°8
n�0X

n dans la
dernière section. Ici, on a an � 1 pour tout n.

 Les polynômes sont des séries entières formelles d'un type particulier : on
a alors que an � 0 si n ¥ N pour un certain N donné. Par example, le
polynôme X2 � 3X � 2 est une série entière formelle avec a0 � 2, a1 � 3,
a2 � 1 et a3 � a4 � . . . � 0.

Attention ! Pour les polynômes, la croissance des monômes est d'habi-
tude de droite à gauche, pendant que pour les séries, on a la convention de
prendre la croissance des monômes de gauche à droite ! Donc le polynôme
ci-dessus, écrit en forme de série `standard', est plutôt 2 � 3X �X2.)

 En particulier, la série qui dé�nit la fonction constante 1 (donc a0 � 1 et
an � 0 pour n ¡ 0) est une unité pour la multiplication : 1f � f � f1.

Question : Quand est-ce qu'une série entière formelle f admet un inverse,
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c'est-à-dire quand est-ce qu'il existe une série formelle g telle que fg � 1 ?

Réponse : Si et seulement si le terme constant a0 de f n'est pas nul.

En e�et, dans ce cas nous pouvons récursivement dé�nir g. Si on met g �
b0 � b1X � b2X

2 � . . ., on voit, en regardant la loi de multiplication pour les
séries entières, qu'on veut$''&

''%
1 � a0b0 p0q
0 � a0b1 � a1b0 p1q
0 � a0b2 � a1b1 � a2b0 p2q
. . .

Comme a0 � 0, on voit que l'équation p0q admet une solution pour b0, notam-
ment b0 � 1

a0
. En mettant cette valeur dans l'équation p1q, on peut résoudre

pour b1 (de nouveau comme a0 � 0 !). En remplaçant le b0 et b1 par les va-
leurs obtenues dans p2q on peut résoudre pour b2, et ainsi de suite.

Exemple 2.3.3. Le polynôme 1 � X a le terme constant 1, donc il doit
admettre une série entière formelle inverse. On prétend que c'est la série°8
n�0X

n. En e�et,

p1 �Xq
8̧

n�0

Xn

� p1 �Xqp1 �X �X2 �X3 � . . .q
�

Distributivité
p1 �Xq � p1 �XqX � p1 �XqX2 � p1 �XqX3 � . . .

� 1 �X �X �X2 �X2 �X3 �X3 �X4 � . . .

� 1.

Exercice :

Montrer que pour a, b avec a, b � 0, on a que l'inverse de f � aX � b est
donné par g � °8

n�0

�� 1
a
p�a

b
qn�1

�
Xn. (Suggestion : essayez de réduire au

cas précédent.)

Les séries formelles peuvent être des outils assez puissants en combinatoire.
Plus précisément, si les an satisfont une relation de récurrence, on peut sou-
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vent trouver une loi algébrique qui est satisfaite pour les séries génératrices as-
sociées. À partir de cette loi, on obtient plus d'informations sur les an, comme
par exemple des formules fermées. Illustrons ce principe avec l'exemple de la
suite de Fibonacci, voir Exercice 1.1.2.

Exemple 2.3.4. Prenons la suite de Fibonacci pFnq. Soit F � °8
n�0 FnX

n.
Alors on a

F �
8̧

n�0

FnX
n � 1 �X �

8̧

n�2

FnX
n

� 1 �X �
8̧

n�0

Fn�2X
n�2

� 1 �X �
8̧

n�0

pFn�1 � FnqXn�2

� 1 �X �
8̧

n�0

Fn�1X
n�2 �

8̧

n�0

FnX
n�2

� 1 �
8̧

n��1

Fn�1X
n�2 �

8̧

n�0

FnX
n�2

� 1 �
8̧

n�0

FnX
n�1 �

8̧

n�0

FnX
n�2

� 1 �X
8̧

n�0

FnX
n �X2

8̧

n�0

FnX
n

� 1 �XF �X2F.

On a donc obtenu que F � 1 �XF �X2F , ou bien

p1 �X �X2qF � 1.

Donc F est l'inverse du polynôme 1 �X �X2 comme série formelle.

Mais on peut bien déterminer cette inverse aussi d'une autre manière. En
e�et, on se rappelle que si aX2 � bX � c est un polynôme (avec a � 0), il
admet (en général) deux racines (complexes), les nombres x� � �b�?D

2a
et

x� � �b�?D
2a

, où D � b2 � 4ac. On peut alors décomposer aX2 � bX � c �
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apX � x�qpX � x�q, et on véri�e que, si x� � x�, on a

1

aX2 � bX � c
� 1{px� � x�q

apX � x�q � 1{px� � x�q
apX � x�q � 1{?D

pX � x�q �
1{?D

pX � x�q .

Dans le cas de notre polynôme, on a que le discriminant D de 1�X �X2 �
�X2 � X � 1 est D � 5. Cela nous mène aux racines x� � �1�?5

2
et

x� � �1�?5
2

. On obtient donc que

1

1 �X �X2
� 1{?5

X � 1�?5
2

� 1{?5

X � 1�?5
2

.

En utilisant l'exercice précédent, on peut simpli�er

F � 1

1 �X �X2

� 1{?5

X � 1�?5
2

� 1{?5

X � 1�?5
2

� 1?
5

8̧

n�0

�
�
� 2

1 �?
5


n�1

Xn � 1?
5

8̧

n�0

�
�
� 2

1 �?
5


n�1

Xn

�
8̧

n�0

�
� 1?

5

�
� 2

1 �?
5


n�1

� 1?
5

�
� 2

1 �?
5


n�1
�
Xn.

En observant que

2

1 �?
5
� 2p1 �?

5q
p1 �?

5qp1 �?
5q � �1 �?

5

2
,

et de même 2
1�?5

� �1�?5
2

, on peut simpli�er une dernière fois pour obtenir
�nalement que

F �
8̧

n�0

�
� 1?

5

�
1 �?

5

2


n�1

� 1?
5

�
1 �?

5

2


n�1
�
Xn.

On obtient donc le résultat (surprenant ?) que

Fn � 1?
5

�
1 �?

5

2


n�1

� 1?
5

�
1 �?

5

2


n�1

.

Exercice : Véri�er que la formule vaut pour les 4 premiers termes de la suite
de Fibonacci.
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2.4 Séries entières comme fonctions

Jusqu'ici, on a traité les séries entières formelles. Disons maintenant quelque
chose sur leur domaine de dé�nition : si f � °8

n�0 anX
n, pour quels nombres

x est-ce que la série (numérique) fpxq � °8
n�0 anx

n est bien dé�nie, c'est-
à-dire convergente ? Ce problème a une résolution assez concrète : on peut
montrer que soit la série est convergente pour tous x, soit il existe un nombre
R ¡ 0, uniquement déterminé, tel que fpxq converge si |x|   R et diverge
si |x| ¡ R. Dans ce cas-là, on peut par contre rien dire (en général) sur le
comportement des x avec |x| � R. La dé�nition suivante baptisera le nombre
R.

Dé�nition 2.4.1. Soit f � °8
n�0 anX

n une série entière formelle. Le rayon
de convergence R de f , où R P r0,�8s, est la seule valeur telle que°8

n�0 anx
n

est convergente pour tout x avec |x|   R, et divergente pour tout x avec
|x| ¡ R.

Exemple 2.4.2. Regardons de nouveau la série géométrique
°8
n�0X

n. On
a déjà déterminé dans l'exemple 2.2.2 que cette série converge si on prend
X � x avec |x|   1, et diverge pour X � x avec |x| ¡ 1. Le rayon de
convergence dans ce cas est alors R � 1.

Dans beaucoup de cas, on peut directement déterminer R, en se basant sur
les critères de convergence de Cauchy et de d'Alembert.

Proposition 2.4.3. Soit f � °8
n�0 anX

n une série entière formelle.

Si lim n
a|an| existe, alors

R � 1

lim n
a|an|

.

De même, si lim |an|
|an�1| existe, alors

R � lim
|an|
|an�1| .

Remarque 2.4.4. En fait, on peut donner une expression pour R qui est
toujours vraie,

R � 1

lim supt n
a|an|, n P Nu .
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Exemple 2.4.5. Considérons la série entière

f �
8̧

n�1

Xn

n
.

Comme limnÑ8 n
?
n � 1, on a que R � 1. Donc fpxq est convergente si

|x|   1 et divergente si |x| ¡ 1. Cependant, nous avons vu dans le chapitre
précédent que fp1q est divergente, pendant que fp�1q est convergente (par
le critère de Leibniz). Le domaine de convergence de notre série entière est
donc l'intervalle semi-ouvert r�1, 1q.

Exercice : Quel est le rayon de convergence d'un polynôme (quelconque) ?

2.5 Dérivées de séries entières, série de Taylor

Les fonctions dé�nies par les séries entières sont très régulières.

Proposition 2.5.1. Soit
°8
n�0 anX

n une série entière avec rayon de conver-
gence R ¡ 0. Alors la fonction fpxq � °8

n�0 anx
n sur p�R,Rq est dérivable,

sa dérivée étant donnée par

f 1pxq �
8̧

n�1

nanx
n�1

�
8̧

n�0

pn� 1qan�1x
n.

En fait, rien nous empêche de dé�nir l'opération `prendre la dérivée' pour les
séries entières formelles. Si f � °8

n�0 anX
n est une série entière formelle, on

dé�nit sa dérivée comme f 1 � °8
n�1 nanX

n�1. Convainquez-vous que c'est
une dé�nition très raisonnable, en considérant la proposition ci-dessus !

On peut maintenant préciser un peu la proposition ci-dessus, qui nous ga-
rantit qu'il n'y a pas de con�it de notation.

Proposition 2.5.2. Soit f une série entière avec rayon de convergence R ¡
0. Alors la série entière formelle f 1 a le même rayon de convergence, et f 1pxq
coïncide avec la dérivée de la fonction f dans le point x P p�R,Rq.
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Exemples 2.5.3.  Considérons la série entière f � °8
n�1

1
n
Xn. Alors f 1 �°8

n�1X
n�1 � °8

n�0X
n � 1

1�X . À l'aide de la forme d'Alembertienne pour
R dans Proposition 2.4.3, on peut véri�er directement que le rayon de
convergence de f est 1. Donc pour �1   x   1, on obtient que f 1pxq � 1

1�x .
Cela implique que nécessairement fpxq � � lnp1 � xq pour �1   x   1.

 Nous voulons déterminer la série entière formelle de 1
p1�Xq2 . On observe

que 1
p1�Xq2 est la dérivée de 1

1�X . Donc

1

p1 �Xq2 �
�

1

1 �X


1

�
� 8̧

n�0

Xn

�1

�
8̧

n�1

nXn�1

�
8̧

n�0

pn� 1qXn.

Le raisonnement ci-dessus s'applique évidemment de nouveau à f 1, et on
obtient la deuxième dérivée f2. Évidemment, on peut continuer ce processus,
et la proposition suivante donne une version plus générale de la proposition
2.5.1.

Proposition 2.5.4. Soit f � °8
n�0 anx

n une série entière avec rayon de
convergence R ¡ 0. Soit fpxq � °8

n�0 anx
n sur p�R,Rq. Alors f est dérivable

à tous les ordres, avec la ke dérivée donnée par 4

f pkqpxq �
8̧

n�k
npn� 1q . . . pn� k � 1qanxn�k

�
8̧

n�0

pn� kq!
n!

an�kxn.

4. Faites attention au premier indice dans ces séries !
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Remarque 2.5.5. On voit alors que les coe�cients an d'une série entière
s'expriment en fonction de ses dérivées (si le rayon de convergence est plus
grand que 0) :

an � f pnqp0q
n!

.

Supposons maintenant que f est une fonction arbitraire. On voudrait savoir
si on peut décrire f à l'aide d'une série entière, disons localement autour de
0. Cela serait très utile de savoir, comme les séries entières se comportent très
bien, étant des `polynômes généralisés'. Au moins, il faudrait avoir alors que f
est dérivable à tous les ordres en zéro, comme cela vaut pour les séries entières
comme le dit la proposition 2.5.4. Dans ce cas-là, on peut certainement lier
une série entière à f , même si le rapport entre la fonction et la série n'est
pas encore clair à cet instant.

Dé�nition 2.5.6. Soit f une fonction qui est dérivable à tout ordre en 0.
La série de Taylor associée à f est la série fT �

°8
n�0 anX

n où an est dé�ni

par an � f pnqp0q
n!

Pour comparer f avec sa série de Taylor associée, la formule suivante est
indispensable.

Proposition 2.5.7. Soit f une fonction qui est dérivable à tout ordre sur un
intervalle p�R,Rq. Soit fT,k la k-ième somme partielle de sa série de Taylor

associée, c'èst-à-dire fT,kpXq �
°k
n�0 anX

n où de nouveau an � f pnqp0q
n!

. Alors

|fpxq � fT,kpxq| ¤ sup
y entre 0 et x

t|f pk�1qpyq|u |x|k�1

pk � 1q! .

Si on veut donc savoir si (et comment) l'approximation fT de f s'approche
e�ectivement de f , il faut qu'on contrôle de quelque sorte la croissance des
dérivées autour de f .

Exemples 2.5.8.  Considérons la fonction exponentielle f � Exp, où Exp :
x ÞÑ ex. On sait que Exp1 � Exp et Expp0q � 1. Par récurrence, on obtient

que les coe�cients de la série de Taylor associée sont an � Exppnqp0q
n!

� 1
n!
,
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donc on obtient ExpT �
°8
k�0

1
n!
Xn. On a alors que pour k ¥ 0

|Exppxq � ExpT,kpxq| ¤ sup
y entre 0 et x

t|Exppyq|u |x|k�1

pk � 1q!

¤ Expp|x|q|x|k�1

pk � 1q! ,

comme Exp est une fonction croissante. Alors pour x �xé, on a que

lim
kÑ8

|x|k�1

pk � 1q! � 0

(Exercise !). On obtient donc que pour tout x, la fonction Exp est égale à
sa série de Taylor associée.

 Considérons la fonction f qui envoie x à Expp� 1
x2
q � e�

1
x2 . Si x � 0, on

dé�nit fp0q � 0. Par récurrence, on peut montrer que f admet des dérivées
de tout ordre : la k-ième dérivée est de la forme f pkqpxq � Pkpxq

x3k
e�

1
x2 où Pk

est un polynôme, et où la valeur en 0 est dé�ni comme 0. (Convainquez-
vous que ces fonctions sont bien continues et dérivables !) En particulier,
on voit que tous les termes an dans la série de Taylor associée sont 0,
an � f pnqp0q

n!
� 0. Donc à part de x � 0, la fonction f n'est nul part égale à

sa série de Taylor associée, comme fpxq � 0 pour x � 0.

2.6 Comportement sur le bord

Une fois qu'on a déterminé le rayon de convergence R d'une série entière, en
connaît complètement la convergence/divergence de la série pour les valeurs
x � R ou x � �R. Par contre, la convergence/divergence de la série pour x �
R et x � �R est une chose assez subtile à déterminer ! On peut considérer ces
points comme des points critiques qui séparent deux régimes - juste comme
0 degrés est le point critique qui sépare la glace de l'eau.

Néanmoins, le comportement sur le bord a quand même une propriété qui
compense ses défauts : si on sait (de n'importe quelle manière) que la série
converge dans un des deux points critiques, alors on peut déterminer la limite
de la série en termes des valeurs de la série dans la zone non-critique. L'énoncé
exact est comme suit.
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Theorème 2.6.1 (Théorème d'Abel). Supposons que f � °8
n�0 anX

n est
une série entière, et R son rayon de convergence. Supposons que

°8
n�0 anR

n

converge. Alors lim
x Ñ
x R

R
fpxq existe, et est égale à

°8
n�0 anR

n.

De même, si
°8
n�0 anp�Rqn converge, on a que lim

x Ñ
x¡�R

�R
fpxq existe, et est

égale à
°8
n�0 anp�Rqn.

Formulé autrement, le théorème dit que, si notre série formelle est conver-
gente au point R, on peut étendre f (d'une manière unique) à une fonction
continue sur p�R,Rs.

Exemple 2.6.2. Considérons la série entière f � °8
n�1

p�1qn�1

n
Xn. On sait

que cette série a rayon de convergence R � 1, et on a aussi déterminé que
fpxq � lnp1�xq pour tout �1   x   1. Alors si on regarde la valeur x � 1, on
sait que

°8
n�1

p�1qn�1

n
est convergente par le critère de Leibniz. Le théorème

d'Abel nous garantit alors que

8̧

n�1

p�1qn�1

n
� lim

xÑ1

8̧

n�1

p�1qn�1

n
xn

� lim
xÑ1

lnpx� 1q � lnp2q.

De nouveau, ce théorème nous garantit en quelque sorte qu'il n'y a pas d'am-
biguïté en mêlant les notations pour les séries entières formelles et les fonc-
tions associées.

Attention ! Pour que le théorème d'Abel soit vrai, il est nécessaire qu'on sait
déjà que

°8
n�0 anR

n converge ! Si on ne sait pas que
°8
n�0 anR

n converge, on
n'a pas le droit de l'appliquer !

En e�et, considérons la série géométrique

1

1 �X
�

8̧

n�0

p�Xqn.

Le rayon de convergence de cette série est R � 1. Donc en mettant cette
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valeur dans la série, on obtient la série divergente
8̧

n�0

p�1qn � 1 � 1 � 1 � 1 � 1 � 1 � . . . ,

la série de Grandi. Par contre, si on prend 0   x   1, on a que la série
numérique

°8
n�0p�xqn converge, avec

8̧

n�0

p�xqn � 1

1 � x
,

et si x tend vers 1, on arrive à la valeur 1
2
. Si on pourrait appliquer le théorème

d'Abel dans ce cas, cela mènerait à la conclusion que...

1 � 1 � 1 � 1 � 1 � 1 � . . . � 1

2
.

J'espère que vous êtes d'accord que c'est un résultat un peu absurde, bien
qu'on pourrait construire un argument pour le justi�er (les valeurs �uctuent
entre 0 et 1, donc `en moyenne' la valeur est 1/2). En tout cas, cela montre
clairement que la théorie des séries est assez subtile ! 5

Au bout de compte, pourquoi résister à l'impulse mathématique d'accepter
tout phénomène bizarre et de le rendre en dé�nition ?

Dé�nition 2.6.3. Soit
°8
n�0 an une série formelle. On dit que

°8
n�0 an

converge dans le sens d'Abel si
°8
n�0 anx

n converge pour tout 0   x   1,
et limxÑ  1

°8
n�0 anx

n existe. On note alors

A�
8̧

n�0

an � lim
xÑ  1

8̧

n�0

anx
n.

Le théorème d'Abel nous dit alors que si
°8
n�0 an converge (dans le sens

normal), il converge aussi dans le sens d'Abel, et

A�
8̧

n�0

an �
8̧

n�0

an.

Par contre, l'exemple ci-dessus montre qu'une série peut converger dans le
sens d'Abel, même si elle ne converge pas dans le sens normal.

5. "Les séries divergentes sont le travail du diable, et c'est honteux qu'on fond des
démonstrations sur elles. On peut arriver à n'importe quoi en les utilisant, et c'est elles
qui ont crée tant de malheur et tant de paradoxes." (Niels Henrik Abel, 1826)
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2.7 Somme et produit de séries entières

On a déjà vu comment additionner et multiplier les séries formelles. Qu'est-
ce qu'on peut dire alors des rayons de convergence associés à la somme et au
produit ?

Proposition 2.7.1. Soit f et g deux séries entières, avec rayons de conver-
gence respectifs Rf , Rg et Rf�g. Soit Rf�g le rayon de convergence de leur
somme.

Dans le cas où Rf � Rg, on a que

Rf�g � mintRf , Rgu.

Si par contre Rf � Rg � R, on peut en général seulement dire que Rf�g ¥ R.

Exemples 2.7.2.  Soit f � °8
n�0X

n, et g � �f � °8
n�0 �Xn. Alors les

rayons de convergence de f et g sont Rf � Rg � 1. Par contre, f � g � 0,
ce qui a rayon de convergence Rf�g � �8.

 Soit f � °8
n�0X

n, et g � °8
n�0p�Xqn �

°8
n�0p�1qnXn. De nouveau, les

rayons de convergence de f et g sont Rf � Rg � 1. Par contre, maintenant
on a f � g � 2

°8
n�0X

2n, et on trouve que Rf�g � 1.

Passons au produit.

Proposition 2.7.3. Soit f et g deux séries entières formelles, avec rayons
de convergence respectifs Rf et Rg. Alors le rayon de convergence Rfg de leur
produit satisfait

Rf �g ¥ mintRf , Rgu.
En plus, si |x|   mintRf , Rgu, on a que

pf � gqpxq � fpxqgpxq.

La dernière partie de la proposition précédente nous dit que le produit de
deux séries entières correspond précisément au produit des fonctions corres-
pondantes si elles sont tous les deux bien dé�nies en x.
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Exemples 2.7.4.  Soit f � °8
n�0X

n et g � 0. Alors fg � 0, et on a
�8 � Rfg ¥ mintRf , Rgu � mint1,�8u � 1.

 Soit f � °8
n�0pn� 1qXn � 1

p1�Xq2 , et g � 1�X. Alors Rf � 1, Rg � �8,

mais fg � 1
1�X � °8

n�0X
n a rayon de convergence 1. En tout cas, on voit

que de nouveau 1 � Rfg ¥ mintRf , Rgu � mint1,�8u � 1.

 Comme dernier exemple, prenons

f � 1 �X

1 �X

� p1 �Xq
8̧

n�0

Xn

� 1 �
8̧

n�1

2Xn,

et

g � 1 �X

1 �X

� p1 �Xq
8̧

n�0

p�1qnXn

� 1 �
8̧

n�1

2p�1qnXn.

Alors Rf � Rg � 1, pendant que fg � 1 donc Rfg � �8. Néanmoins,
l'inégalité �8 � Rfg ¥ mintRf , Rgu � mint1, 1u � 1 est de nouveau
satisfait.

2.8 Exemples de séries entières

Dans cette section, nous considérons quelques séries entières particulières qui
sont assez importantes à connaître. Les fonctions associées correspondront à
des fonctions qui vous sont déjà connues, au moins intuitivement. Les formes
entières associées sont cependant utiles pour démontrer certaines propriétés.
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2.8.1 Fonction exponentielle

Considérons la suite

panq � p 1

n!
qnPN,

où nous nous rappelons que

n! � 1 � 2 � 3 � 4 � . . . � pn� 2q � pn� 1q � n.

Le rayon de convergence de la série entière associée
°8
n�0

1
n!
Xn est 8, en

utilisant par exemple la version d'Alembert de Proposition 2.4.3.

lim
nÑ8

|an|
|an�1| � lim

nÑ8

1
n!
1

pn�1q!

� lim
nÑ8

pn� 1q!
n!

� lim
nÑ8

n� 1

� �8.

Nous obtenons donc une fonction sur R, appelée fonction exponentielle :

exp : R Ñ R : xÑ
¸
nPN

1

n!
xn.

Cela est la manière la plus économique pour introduire la fonction exponen-
tielle, mais, comme souvent dans les mathématiques, cette dé�nition sèche
cache un peu l'intuition.

Nous avons les propriétés suivantes de la fonction exponentielle :

exp px� yq � expx � exp y, (2.1)

exp 0 � 1. (2.2)

La deuxième propriété se démontre facilement en utilisant le Théorème 5.1.2,
le théorème de Fubini : comme, pour chaque x, y P R, les séries numériques
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Figure 2.1 � Graphe de exp

°8
n�0

xn

n!
et
°8
n�0

yn

n!
convergent absolument, nous avons

exppxq exppyq � p
8̧

k�0

xk

k!
qp

8̧

l�0

yl

l!
q

�
produit
de Cauchy

8̧

n�0

p
ņ

m�0

xm

m!
� yn�m

pn�mq!q

�
8̧

n�0

1

n!
p

ņ

m�0

n!

m!pn�mq!x
myn�mq

�
binôme
de Newton

8̧

n�0

1

n!
px� yqn

� exppx� yq.

Nous nous rappelons que le nombre

e � exp 1 �
8̧

n�0

1

n!

est appelé nombre de Euler. Rappelons-nous aussi que pour tout x ¡ 0,
m ¥ 0 et n ¡ 0, nous pouvons dé�nir x

m
n :� n

?
xm. De l'équation (2.1), on

déduit alors que
exp q � eq
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pour q P Q. Alors on dé�nit en général

ea :� exp a, pour a P R.

Plus tard, nous verrons comment nous pouvons remplacer e par quelconque
x ¡ 0.

La fonction exponentielle se caractérise aussi par le fait que cette fonction
est égale à sa propre dérivée :

exp1pxq � exppxq.

Aussi cette propriété est immédiate en utilisant la dé�nition par série entière :
en utilisant Proposition 2.5.1, on obtient

exp1pxq �
8̧

n�1

n

n!
xn�1

�
8̧

n�1

1

pn� 1q!x
n�1

�
8̧

n�0

1

n!
xn

� exppxq.

Remarquons �nalement que la fonction exponentielle est croissante, et qu'elle
induit une bijection entre R et R�

0 .

2.8.2 Fonctions trigonométriques

Les fonctions cos et sin, le cosinus et sinus, sont dé�nies comme suit :

cospxq �
8̧

n�0

p�1qn
p2nq! x

2n,

sinpxq �
8̧

n�0

p�1qn
p2n� 1q!x

2n�1.
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Figure 2.2 � Graphe de sin Figure 2.3 � Graphe de cos

Les dé�nitions par séries entières nous permettent de calculer sans di�cultés
les formules suivantes pour les dérivées de sin et cos, naturellement bien
connues :

cos1pxq � � sinpxq sin1pxq � cospxq.

On a que cos et sin sont des fonctions périodiques avec période 2π : pour tout
x P R, on a que

cospx� 2πq � cospxq, sinpx� 2πq � sinpxq.

Cette périodicité n'est par contre pas très facile à véri�er directement de la
forme en série entière.

Les fonctions cos et sin ne sont pas `indépendantes' l'une de l'autre. Elles
satisfont la relation fonctionelle suivante : pour tout x P R, on a que

cospxq2 � sinpxq2 � 1.

En plus, on a que

cospxq � sinpx� π

2
q.

Nous étudierons les fonctions périodiques générales en plus de détail dans
le troisième chapitre, mais �nissons avec la remarque suivant. Nous avons la
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relation suivante entre les fonctions trigonométriques et la fonction exponen-
tielle :

exppixq � cospxq � i sinpxq (Formule d'Euler).

Ici, on utilise le nombre imaginaire i, qui satisfait la loi i2 � �1 (mais avec
lequel on peut pour le reste calculer comme avec n'importe quel nombre réel).
En particulier, on obtient pour x � π l'identité fameuse d'Euler

eiπ � �1.

Exercice : Montrer la formule d'Euler en utilisant les séries entières associées.
(Évidemment, cette démonstration cache un peu la majesté et la profondeur
de la formule !)

De la formule d'Euler, on peut aussi aisément déduire les formules suivantes
qui expriment cos et sin en termes de exp :

cospxq � 1

2
peix � e�ixq (2.3)

sinpxq � 1

2i
peix � e�ixq. (2.4)

2.8.3 Fonctions hyperboliques

Les fonctions cosh et sinh, le cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique, par-
fois notées aussi ch est sh, sont dé�nies comme suit :

coshpxq �
8̧

n�0

1

p2nq!x
2n,

sinhpxq �
8̧

n�0

1

p2n� 1q!x
2n�1.

Exercice : Montrer que

coshpxq � ex � e�x

2
et sinhpxq � ex � e�x

2
.

Le graphe de la fonction cosh est connue comme une chaînette : à part une
reparamétrisation, c'est la forme que prend une chaîne suspendue de masse
homogène (en supposant que la force de gravité est aussi uniforme).
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Figure 2.4 � Graphe de cosh Figure 2.5 � Graphe de sinh

2.8.4 Fonction logarithmique

La fonction logarithmique est dé�nie comme la fonction inverse de la fonction
exponentielle. Cela veut dire que

exp plnpxqq � x pour tout x P R�
0 ,

lnpexppxqq � x pour tout x P R.

Figure 2.6 � Graphe de ln

Alors on peut dé�nir, pour a ¡ 0,

ax � elnpaqx.
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Considérons maintenant la suite

panq �
�p�1qn�1

n



nPN0

.

Nous calculons, avec le critère de d'Alembert, que le rayon de convergence
est 1.

Proposition 2.8.1. Pour tout x P p�1, 1q, on a que

lnp1 � xq �
8̧

n�1

p�1qn�1

n
xn.

Démonstration. On a expplnpxqq � x. En prenant la dérivée avec l'aide de la
règle de la chaîne 6, on obtient exp1plnpxqq ln1pxq � 1. Comme exp1 � exp, on
obtient x ln1pxq � 1, donc

ln1pxq � 1

x
.

Si donc hpxq � lnpx� 1q pour x P p�1,�8q, nous avons que

h1pxq � 1

x� 1
.

Mais pour x P p�1, 1q, nous pouvons développer 1
x�1

en série entière :

1

x� 1
� 1

1 � p�xq

�
8̧

n�0

p�xqn

�
8̧

n�0

p�1qnxn.

Par contre, nous savons que

g : p�1, 1q Ñ R : xÑ
8̧

n�1

p�1qn
n

xn

6. On se rappelle que la règle de la chaîne dit que si hpxq � fpgpxqq, alors h1pxq �
f 1pgpxqqg1pxq.
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dé�nit aussi une fonction dérivable, et nous calculons que

g1pxq �
8̧

n�1

p�1qn�1

n
nxn�1

�
8̧

n�1

p�1qn�1xn�1

�
8̧

n�0

p�1qnxn

� 1

1 � x
.

Il suit que la fonction hpxq � lnpx� 1q et la fonction

x P p�1, 1q Ñ
8̧

n�1

p�1qn�1

n
xn

ont la même dérivée. Il existe donc une constante C telle que

lnpx� 1q � C �
8̧

n�1

p�1qn�1

n
xn.

Mais comme lnp1q � 0, nous voyons que C � 0, et nous avons démontré la
proposition ci-dessus.

Exercise : Soit a ¡ 0. Déterminer la série entière de la fonction x ÞÑ ax.
Calculer aussi la dérivée de cette fonction.
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Chapitre 3

Séries de Fourier

Dans le dernier chapitre, nous avons traité les séries entières. Elles peuvent
être considérées comme des généralisations de polynômes. Dans ce chapitre-
ci, nous allons étudier les généralisations des fonctions trigonométriques et
de leurs combinaisons linéaires. Il s'agit d'une théorie qui est très impor-
tante pour l'analyse des signaux périodiques. En e�et, il s'avère que tout
signal périodique se décompose, dans un sens assez précis, dans des signaux
plus élémentaires. On dit que le signal est une superposition de ces signaux
élémentaires. La décomposition en parties élémentaires s'appelle parfois `dé-
composition spectrale'. La théorie associée s'appelle théorie de Fourier.

Ainsi, la di�érence de son entre des instruments qui jouent une même note
(un `la', un `do') se trouve dans l'intensité (l'amplitude) avec laquelle des
signaux élémentaires (les harmoniques de la note de base) se trouvent dans
ce ton. 1 Plus techniquement, les coe�cients de Fourier d'une certaine note
di�èrent d'un instrument à une autre. Une telle analyse se fait aussi pour la
lumière, que se décompose en ondes élémentaires de fréquences di�érentes. À
partir d'une analyse spectrale pour la lumière d'une étoile par exemple, on
peut déduire les constituents chimiques qui se trouvent dans l'étoile. Cepen-
dant, il y a une di�érence importante avec l'analyse spectrale pour les notes
d'instruments (plus précisément, les instruments à cordes et les instruments

1. Si vous êtes intéressé dans les liens entre la musique et les mathématiques, je vous
conseille le livre `Music : A mathematical o�ering' de D. Benson, dont on peut trouver une
version gratuite (en anglais) sur le site web http://www.maths.abdn.ac.uk/~bensondj/

html/maths-music.html

51
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à vent), comme les fréquences qui se trouvent dans une raye de lumière ne
sont en général pas de multiples entiers d'une fréquence de base. On dit qu'ils
forment un spectre continu. Comme le traitement de ces ondes est un petit
peu plus compliqué, on ne traitera pas cette théorie.

La théorie ne s'arrête pas la. Une découverte d'une importance di�cile à
surestimer, et qui forme la base de la mécanique quantique, est qu'aussi tout
élément fondamentale se comporte, en quelque sorte, comme une (superposi-
tion d')onde(s). De cette manière, l'analyse spectrale et la théorie de Fourier
est un outil indispensable si on veut sonder les fondements de la nature.

3.1 Coe�cients de Fourier

Dé�nition 3.1.1. Soit f une fonction, et T un nombre. On dit que f est
T -périodique si on a fpx� T q � fpxq pour tout x.

Cela veut dire que si on regarde le graphe de cette fonction, et on le pousse
T unités à droite ou à gauche, on obtient le même graphe.

Exemples 3.1.2.  Les fonctions trigonométriques cos et sin sont 2π-périodiques.

 La fonction
f : R Ñ R : x ÞÑ x� txu

est 1-périodique, où txu est le nombre entier le plus grand qui est plus petit
que x, donc t2, 364u � 2, tπu � 3, t1

3
u � 0.

 Un `la' pure a une fréquence de 440Hz. Cela veut dire que les pressions
d'air que produit ce son (à un endroit particulier �xé) se répètent 440 fois
par seconde. La pression d'air à ce point, en fonction de temps (mesuré
en secondes), sera alors une fonction sinusoïdale avec une période de 1{440.

Comme énoncé dans l'introduction, on aimerait décomposer chaque fonction
x ÞÑ fpxq qui est T -périodique comme combinaison linéaire de fonctions
T -périodiques `élémentaires'. Ces fonctions élémentaires seront

1. La fonction constante, x ÞÑ 1,

2. Les fonctions x ÞÑ cos
�

2πn
T
x
�
, où n P N0 (les entiers positifs sans zéro),
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3. Les fonctions x ÞÑ sin
�

2πn
T
x
�
, où n P N0.

Donc, on voudrait écrire

fpxq � c�1�pa1 cos

�
2π

T
x



�a2 cos

�
4π

T
x



�. . .q�pb1 sin

�
2π

T
x



�b2 sin

�
4π

T
x



�. . .q,

où c, a1, a2, . . . , b1, b2, . . . sont des nombres. Comment y arriver ?

La propriété fondamentale des fonctions ci-dessus dont on aura besoin pour
ceci est leur orthogonalité.

Proposition 3.1.3. On a que

» T
0

cos

�
2πn

T
x



dx � 0 pour n ¥ 1,» T

0

sin

�
2πn

T
x



dx � 0 pour n ¥ 1,» T

0

cos

�
2πn

T
x



cos

�
2πm

T
x



dx � 0 pour n,m ¥ 1 et n � m,» T

0

cos

�
2πn

T
x



sin

�
2πm

T
x



dx � 0 pour n,m ¥ 1,» T

0

sin

�
2πn

x



sin

�
2πm

x



dx � 0 pour n,m ¥ 1 et n � m.

Par contre, on a

» T
0

1dx � T,» T
0

cos

�
2πn

T
x


2

dx � T

2
, n ¥ 1

» T
0

sin

�
2πn

T
x


2

dx � T

2
, n ¥ 1.
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Démonstration. Démontrons que
³T
0

cos
�

2πn
T
x
�

dx � 0 si n � 0. On a

» T
0

cos

�
2πn

T
x



dx � T

2πn

» T
0

d sin

�
2πn

T
x




� T

2πn
rsin

�
2πn

T
x



sT0

� T

2πn

�
sin

�
2πn

T
T



� sin

�
2πn

T
0





� T

2πn
psinp2πnq � sinp0qq

� T

2πn
p0 � 0q � 0.

Démontrons que
³T
0

cos
�

2πn
T
x
�

cos
�

2πm
T
x
�

dx � 0. On a que

cos

�
2πn

T
x



cos

�
2πm

T
x



� 1

2
cos

�
2πn

T
x� 2πm

T
x



� 1

2
cos

�
2πn

T
x� 2πm

T
x




� 1

2

�
cos

�
2πpn�mq

T
x



� cos

�
2πpn�mq

T
x




.

Comme n � m, on obtient de la démonstration de la première paragraphe
que

³T
0

cos
�

2πn
T
x
�

cos
�

2πm
T
x
�

dx � 0.

Démontrons que
³T
0

cos
�

2πn
T
x
�2

dx � T
2
. De l'identité ci-dessus, on obtient

que �
cos

�
2πn

T
x



2

� 1

2

�
cos

�
4πn

T
x



� 1



.

En prenant l'intégrale de 0 à T , le premier terme disparaît, et le deuxième
terme nous donne 1

2

³T
0

dx � T
2
. Donc

³T
0

cos
�

2πn
T
x
�2

dx � T
2
.

Les autres identités se trouvent de la même manière, en utilisant les autres
identités pour les produits de fonctions trigonométriques.

Petite digression sur la notion d'orthogonalité. Vous vous rappelez de la notion de `grandeur' l2 qu'on

avait introduit pour les suites dans le premier chapitre ? On peut fabriquer une même notion de grandeur

pour les fonctions T -périodiques, en mettant }f}2 �
c�³T

0 |fpxq|2dx
	
T . De même, on peut prendre un

produit scalaire entre fonctions T -périodiques, xf, gy � ³T
0 fpxqgpxqdx. De nouveau, l'espace des fonctions
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T -périodiques se comporte comme un espace euclidien de dimension in�nie ! La proposition ci-dessus nous

dit alors que les fonctions x ÞÑ 1, x ÞÑ cospnxq et x ÞÑ sinpnxq sont des `vecteurs orthogonaux' dans cet

espace euclidien.

Comment est-ce que la proposition ci-dessus nous aide à décomposer une
fonction périodique ? Supposons d'abord qu'on a une fonction périodique de
la forme

fpxq � c�
�
a1 cos

�
2π

T
x



� a2 cos

�
4π

T
x



� . . .� an cos

�
2πn

T
x





�
�
b1 sin

�
2π

T
x



� b2 sin

�
4π

T
x



� . . .� bn sin

�
2πn

T
x





� c�
ņ

k�1

ak cos

�
2πk

T
x



�

ņ

k�1

bk sin

�
2πk

T
x



,

donc f est une combinaison linéaire �nie de nos fonctions élémentaires. On ai-
merait déterminer les coe�cients c, ak et bk directement en termes de f . Alors,
ici l'orthogonalité vient à notre aide. Regardons par exemple

³T
0
fpxqdx. On

obtient » T
0

fpxqdx �
» T

0

cdx�
ņ

k�1

ak

» T
0

cos

�
2πk

T
x



dx

�
ņ

k�1

bk

» T
0

sin

�
2πk

T
x



dx

� cT �
ņ

k�1

0 �
ņ

k�1

0

� cT.

On voit donc qu'on peut récupérer le coe�cient c à partir de f :

c � 1

T

» T
0

fpxqdx.

La même méthode nous permet de montrer que pour tout k ¤ n, on a

ak � 2

T

» T
0

fpxq cos

�
2πk

T
x



dx, bk � 2

T

» T
0

fpxq sin

�
2πk

T
x



dx.
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Exercice : Démontrer les identités ci-dessus.

La discussion ci-dessus devrait être assez de motivation pour introduire la
dé�nition ci-dessous.

Dé�nition 3.1.4. Soit f une fonction T -périodique. On appelle coe�cients
de Fourier de f , relatifs à la période T , les réels suivants. 2

c � 1

T

» T
0

fpxqdx,

an � 2

T

» T
0

fpxq cos

�
2nπ

T
x



dx, n ¥ 1

bn � 2

T

» T
0

fpxq sin

�
2nπ

T
x



dx, n ¥ 1.

On appelle série de Fourier associée à f la série (formelle) de fonctions sui-
vante

Sf pxq � c�
8̧

n�1

pan cos

�
2nπ

T
x



� bn sin

�
2πn

T
x



q.

Attention ! Cette dé�nition dépend de la choix de T .

Remarque 3.1.5. Au lieu de
³T
0
, on peut aussi prendre l'intégrale

³c�T
c

où
c P R est arbitraire. Exercise : démontrer ce fait, à partir de la périodicité
des fonctions intégrées. Est-ce que vous pouvez visualiser l'égalité à partir du
graphe des fonctions ?

On soupçonne maintenant peut-être qu'on a toujours Sf pxq � fpxq... Hélas,
une fois qu'on admet des fonctions T -périodiques générales, la série (in�nie !)
Sf pxq ne se comporte pas toujours si bien qu'on voudrait. Néanmoins, c'est
assez surprenant qu'elle se comporte bien dans beaucoup de cas, comme
montre la proposition ci-dessous.

Theorème 3.1.6 (Dirichlet). Soit f une fonction T -périodique avec la fonc-
tion dérivée continue. Alors Sf pxq converge pour tout x, et

Sf pxq � fpxq.
2. On suppose ici que la fonction f est telle que les intégrales suivantes sont bien

dé�nies.
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Le théorème nous dit donc que si f est une fonction T -périodique et Sf sa
série de Fourier formelle associée, la série de fonctions Sf converge en fait
simplement vers la fonction f .

On peut aller un petit peu plus loin.

Theorème 3.1.7 (Dirichlet, version générale). Soit f une fonction T -périodique
qui est composée de pièces de fonctions avec dérivées continues. Alors

Sf pxq � 1

2
pfpx�q � fpx�qq ,

où on écrit fpx�q � limyÑ¡ x fpyq et fpx�q � limyÑ  x fpyq.
En disant que f est composée de pièces de fonctions avec dérivées continues,
on veut dire que le graphe de f est de l'apparence ci-dessous. 3

Figure 3.1 � Graphe 1

Intuitivement, ça devrait être clair pourquoi la valeur fpxq ne peut pas être
récupérée de Sf pxq dans les points de discontinuité : les coe�cients de Fourier
sont obtenus à partir d'une intégrale, qui ne voit pas (`ne s'intéresse pas') a
la valeur précise qu'une fonction prend dans un point de discontinuité.

3. Les conditions précises sont : f est continue à part un nombre �ni de discontinuités
dans chaque intervalle de période T , dans lesquels on a néanmoins que les limites fpx�q �
limyÑ

¡

x fpyq et fpx�q � limyÑ
 

x fpyq existent. En plus, dans chaque point on peut prendre

les dérivées à gauche et à droite, c'est-à-dire dans chaque point les limites limyÑ
¡

x
fpyq�fpx�q

y�x

et limyÑ
 

x
fpyq�fpx�q

y�x existent.
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Figure 3.2 � Graphe 2 Figure 3.3 � Graphe 3 (Dérivée
de graphe 2)

Si la fonction f admet une certaine symétrie, on peut conclure que certains
coe�cients de Fourier sont zéro. On se rappelle que f est dite fonction paire
si

fp�xq � fpxq pour tout x,

et que f est dite fonction impaire si

fp�xq � �fpxq pour toutx.

Proposition 3.1.8. Soit f une fonction T -périodique.

Si f est paire, les coe�cients de Fourier bn sont zéro, pendant que

c � 2

T

» T
2

0

fpxqdx,

an � 4

T

» T
2

0

fpxq cos

�
2nπ

T
x



dx, n P N0.

Si f est impaire, les coe�cients de Fourier c et an sont zéro, pendant que

bn � 4

T

» T
2

0

fpxq sin

�
2nπ

T
x



dx, n P N0.

Exemple 3.1.9. Considérons la fonction

f : R Ñ R : xÑ x� tpx� 1

2
qu.
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Figure 3.4 � Graphe de f

La fonction f ci-dessus est 1-périodique. Comme f est impaire, les coe�cients
de Fourier an sont zéro. Pour les coe�cients bn, nous voyons que

bn � 2

» 1{2

�1{2
x sinp2nπxqdx

�
IP

� 1

nπ
prx cosp2nπxqs1{2�1{2 �

» 1{2

�1{2
cosp2nπxqdxq

� �p�1qn
nπ

.

Le théorème suivant nous permet de calculer certaines séries de nombres en
les réalisant comme coe�cients de Fourier.

Theorème 3.1.10 (Égalité de Parseval). Si f est T -périodique et les c, an, bn
sont ses coe�cients de Fourier, on a que

2

T

» T
0

|fptq|2dt � 2|c|2 �
8̧

n�1

|an|2 � |bn|2.
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Remarquez qu'il n'y a pas de conditions sur f comme dans le théorème de
Dirichlet !

Exercise : Démontrer l'égalité dans le théorème 3.1.10 pour les fonctions de
la forme

fpxq � c�
ņ

k�0

ak cos

�
2πk

T
x



�

ņ

k�0

bk sin

�
2πk

T
x



.

Exemple 3.1.11. Considérons de nouveau la fonction

f : R Ñ R : xÑ x� tpx� 1

2
qu.

On a calculé que

bn � �p�1qn
nπ

,

pendant que c � 0 et an � 0 pour tout n. L'égalité de Parseval nous donne
donc la formule suivante, connue déjà par L. Euler en 1739.

8̧

n�1

1

n2
� π2

6
.

Exercice : Démontrer l'égalité
°8
n�1

1
n2 � π2

6
en appliquant le théorème de

Dirichlet, dans un point bien choisi, à l'unique fonction de période 2π qui
satisfait

fptq � t2 pour � π   t ¤ π.

Remarque 3.1.12. Disons un mot sur le phénomène de Gibbs, qu'on peut
apercevoir en approchant une fonction discontinue avec sa série de Fourier.
Par exemple, considérons la fonction impaire et 2π-périodique f qui est dé-
terminée sur l'intervalle p0, πq par fpxq � 1.

Cette fonction a une discontinuité dans le point 0. On calcule que la série de
Fourier de f est donnée par

Sf pxq � 4

π

8̧

k�0

1

2k � 1
sinpp2k � 1qπxq.
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Le théorème de Dirichlet nous dit alors que pour tout point x Ps0, πr, on a
fpxq � Sf pxq, pendant que dans le point 0, nous avons

Sf pxq � fp0�q � fp0�q
2

� 1 � p�1q
2

� 0.

Pourtant, si nous regardons des approximations de f avec les sommes par-
tielles SNf pxq � 4

π

°N
k�0

1
2k�1

sinpp2k�1qπxq, nous observons un comportement
curieux.

Figure 3.5 � Graphe de la fonction f

On voit que, bien que dans tout point SNf pxq tend vers fpxq, cette convergence
n'est pas uniforme : dans toute approximation, on a que le sommet reste à
plus ou moins la même hauteur, et `voyage à gauche'. Ce comportement est
connu comme `phénomène de Gibbs', et se produit pour toute fonction avec
une discontinuité.
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Figure 3.6 � Approximations SNf
pour N � 1, 5, 15

Figure 3.7 � Détail dans un voi-
sinage de 0



Deuxième partie

Intégrales

63
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L'intégration de fonctions continues sur des intervalles compacts, donc des in-
tervalles de la forme ra, bs, est une opération assez régulière : elle nous donne
toujours un nombre réel bien dé�nie, elle obéit des règles de linéarité, ... En
quelque sorte, elle correspond avec prendre une `somme �nie'. Par contre,
une fois que nous admettons des autres intervalles, comme ra,�8q, nous
rencontrons des problèmes qui sont similaires à ceux des séries : quelquefois
ces intégrales peuvent être in�nies, ou même pas bien dé�nies. Dans cette
partie, nous allons étudier ces problèmes dans un peu plus de détail.

On rencontre en plus des problèmes d'un autre type si on considère des
fonctions à deux variables. Ici, on aimerait bien prendre des intégrales de
fonctions dé�nies sur des sous-ensembles deux-dimensionnels assez arbitraires
du plan (comme des disques, parties entre deux graphes de fonctions, . . .).
Bien qu'il n'est pas trop di�cile de donner un sens à ces intégrales, reste
le devoir de les calculer ! L'outil le plus général et utile dans ce contexte
d'intégrales doubles est le théorème de changement de variables : on essaie
de `déformer' notre domaine di�cile vers un domaine plus simple (comme un
carré, un triangle, . . .).

Dans la dernière section, on regardera comment on peut intégrer des fonctions
sur des sous-ensembles un-dimensionnels du plan - plus précisément (et plus
intuitivement) comment intégrer des fonctions sur le trajet suivi d'un point
dans le plan. Le théorème de Green-Riemann, auquel on arrivera au bout
de ce cours, donnera alors un lien entres ces `intégrales curvilignes' et les
intégrales doubles.



66



Chapitre 4

Intégrales impropres

4.1 Intégrales propres

Soit f une fonction continue sur un intervalle I � ra, bs. On se rappelle com-
ment former l'intégrale

³b
a
fpxqdx.

1. On coupe l'intervalle ra, bs en n parties Ik de la même longueur b�a
n
,

donc Ik � rak, ak�1s où ak � a� k b�a
n

pour 0 ¤ k   n.

2. On prend le minimum mn,k de f sur rak, ak�1s.

3. On considère la somme mn � pb�aq
n

°n�1
k�0 mn,k.

4. On laisse n tendre à l'in�ni, et on dé�nit
³
a,b
fpxqdx � limnÑ8mn.

En termes plus graphiques, on couvre la partie bornée par le graphe de la
fonction f avec des collections de rectangles sous le graphe de plus en plus
�nes, et les aires de ces collections de rectangles nous donnent à la limite la
valeur de l'intégrale de f sur ra, bs.

Comme pour les dérivées, la dé�nition d'une intégrale est surtout d'une im-
portance théorique. En pratique, on a besoin de quelques règles de calcul.

67
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 (Théorème fondamental de l'analyse.) Si F est une fonction continue avec
dérivée continue f , alors

» b
a

fpxqdx � F pbq � F paq.

On écrit aussi » b
a

fpxqdx � rF pxqsx�bx�a,

où donc rF pxqsx�bx�a n'est rien autre que F pbq � F paq.

 Si F et G sont des fonctions continues avec dérivées continues F 1 � f et
G1 � g, alors

» b
a

F pxqgpxqdx � rF pxqGpxqsx�bx�a �
» b
a

fpxqGpxqdx.

On écrit parfois aussi

» b
a

F pxqgpxqdx �
» b
a

F pxqdGpxq

et » b
a

fpxqGpxqdx �
» b
a

GpxqdF pxq,

et alors » b
a

F pxqgpxqdx �
» b
a

F pxqdGpxq

� rF pxqGpxqsx�bx�a �
» b
a

GpxqdF pxq

� rF pxqGpxqsx�bx�a �
» b
a

fpxqGpxqdx.

On y reconnaît alors plus directement la règle de produit pour les dérivées
pFGq1pxq � F 1pxqGpxq � F pxqG1pxq.
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 Si h est une fonction dérivable, on a 1

» hpbq
hpaq

fpxqdx �
» b
a

fphpxqqh1pxqdx.

En plus, il est très utile de (re)connaître les intégrales les plus simples, comme
par exemple

» b
a

xndx � 1

n� 1
pbn�1 � an�1q, n � �1 et a, b ¡ 0 si n   0,

» b
a

1

x
dx � lnpbq � lnpaq, a, b ¡ 0,

» b
a

cospxqdx � sinpbq � sinpaq,
» b
a

1

1 � x2
dx � arctanpbq � arctanpaq.

4.2 Intégrales impropres

On parle d'intégrale impropre si dans l'expression
³b
a
fpxqdx, on admet que

a � �8 et/ou b � �8, ainsi que des fonctions f qui admettent des singula-
rités, c'est-à-dire des points où la fonction f n'est pas dé�nie, comme x ÞÑ 1

x

(le point x � 0 est une singularité) ou x ÞÑ tanpxq (les points de la forme
x � π

2
� kπ avec k entier sont des singularités).

Dans ces cas-là, on coupe l'intégrale autour de chaque singularité, et on exige
que les limites d'intégrales qu'on obtient en s'approchant de toute singularité
(de gauche et de droite) existent. Si une de ces limites n'existe pas, on dit que
l'intégrale diverge. Dans le cas où l'intégrand (c'est-à-dire la fonction qu'on
intègre) ne prend que des valeurs positives, on a que soit l'intégrale converge,
soit l'intégrale diverge vers �8 (dans le sens que les intégrales approxima-
tives deviennent ainsi large qu'on veut).

1. Si b   a, on dé�nit
³b
a
fpxqdx � �

³a
b
fpxqdx.
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Figure 4.1 � La fonction x ÞÑ 1{x Figure 4.2 � La fonction x ÞÑ tanpxq

Attention ! La convergence d'une intégrale dépend non seulement de la fonc-
tion, mais aussi du domaine sur lequel on fait l'intégration.

Exemples 4.2.1.  Considérons
³1
0

1
x
dx. L'intégrand admet une seule singu-

larité dans 0 (la fonction tend vers �8 quand x se rapproche de 0). Pour
voir si l'intégrale est convergente, on prend alors 1 ¡ ε ¡ 0 et on regarde³1
ε

1
x
dx quand ε tend vers zéro. On calcule explicitement que» 1

ε

1

x
dx � rlnpxqs1ε

� lnp1q � lnpεq
� � lnpεq.

Comme limεÑ¡ 0 lnpxq � �8, on a que
³1
0

1
x
dx diverge (vers �8, comme

x ÞÑ 1
x
est positif sur p0, 1s).

 Considérons
³8
1

1
x
dx. Maintenant l'intégrand n'a pas de singularités sur

le domaine d'intégration r1,�8q, mais ce domaine n'est plus borné. On
regarde donc

³M
1

1
x
dx où on laisse M ¡ 1 tendre vers l'in�ni. On a» M

1

1

x
dx � rlnpxqsM1

� plnpMq � lnp1qq
� lnpMq.

Quand M tend vers l'in�ni, cette expression tend vers �8. Donc
³8
1

1
x
dx

diverge (vers l'in�ni).
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 Considérons
³8
0

1
x
dx. Ici, il y a la singularité dans 0 à considérer, ainsi que

le comportement à �8. On découpe l'intégrale comme
³1
0

1
x
dx� ³8

1
1
x
dx (le

point où on découpe précisément n'est pas important). Comme une des
deux expressions (en fait, les deux) est divergente, aussi l'intégrale totale
est divergente.

 Considérons
³1
�1

1
x
dx. On fait (implicitement) l'intégration au-dessus de la

singularité 0. Pour en donner un sens, on doit le découper autour de cette
singularité, donc on interprète

³1
�1

1
x
dx � ³0

�1
1
x
dx � ³1

0
1
x
dx. Comme une

des deux intégrales diverge, on a que
³1
�1

1
x
dx diverge.

Remarque 4.2.2. On pourrait avoir envie de dire que
³1
�1

1
x
dx � 0, comme

`la partie négative (à gauche) s'annule avec la partie positive (à droite)'.
Avec la dé�nition qu'on utilise, on n'a pas le droit de le dire. Cependant, il
y a la notion de `valeur principale de Cauchy' pour une telle intégrale, où on
considère la partie à gauche et à droite d'une intégrale `en égale mesure'. Dans
ce-cas là, il est nécessaire de spéci�er qu'on utilise cette notion spéciale en
mettant `V.P.' (valeur principale) devant l'intégrale. On a alors par dé�nition
que, par exemple si f admet une seule singularité en 0,

V.P.

» 1

�1

fpxqdx � lim
εÑ¡ 0

p
» �ε

�1

�
» 1

ε

qfpxqdx.

Donc

V.P.

» 1

�1

1

x
dx � lim

εÑ¡ 0
p
» �ε

�1

�
» 1

ε

q1

x
dx

� lim
εÑ¡ 0

�rlnp�xqs�ε�1 � rlnpxqs1ε
�

� lim
εÑ¡ 0

plnpεq � lnpεqq

� 0.

Regardons maintenant quelques autres exemples.

Exemples 4.2.3.  Soit a un réel. Si b ¤ a ¤ c ou b et/ou c l'in�ni, on a
que

³c
b

1
x�adx est divergente. Si par contre a   b   c avec b et c �ni, on a
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que l'intégrale est convergente avec» c
b

1

x� a
dx � lnpc� aq � lnpb� aq.

De même, si b   c   a avec b et c �ni, on a» c
b

1

x� a
dx � lnpa� cq � lnpa� bq.

 Soit p un réel avec p � 1. Est-ce que
³1
0

1
xp

dx converge ? On a pour 1 ¡ ε ¡ 0
que » 1

ε

1

xp
dx �

» 1

ε

x�pdx

� 1

�p� 1
rx�p�1s1ε

� 1

1 � p
p1 � ε1�pq.

On voit que la convergence de l'intégrale dépend de la valeur précise de p :
 Si p ¡ 1, on a limεÑ0 ε

1�p � �8, et l'intégrale est divergente.
 Si p   1 on a limεÑ0 ε

1�p � 0, et l'intégrale est convergente avec» 1

0

1

xp
dx � 1

1 � p
.

 Soit de nouveau p un réel avec p � 1. Est-ce que
³8
1

1
xp

dx converge ? Prenons
maintenant M ¡ 1. On trouve» M

1

1

xp
dx �

» M
1

x�pdx

� 1

�p� 1
rx�p�1sM1

� 1

1 � p
pM1�p � 1q.

De nouveau, la convergence dépend de la valeur précise de p :
 Si p ¡ 1, on a limMÑ�8M1�p � 0, donc l'intégrale est convergente avec» �8

1

1

xp
dx � 1

p� 1
.
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 Si p   1, on a limMÑ�8M1�p � �8, donc l'intégrale est divergente.

 Des résultats ci-dessus, on dérive que
³8
0

1
xp

dx est divergente pour tout p.

 Est-ce que
³8
�8

1
1�x2 dx converge ? On découpe l'intervalle d'intégration

dans les deux parties p�8, 0s et r0,�8q, et on observe que la fonction
n'admet pas de singularités. Alors pour M ¡ 0, on a» M

0

1

1 � x2
dx � rarctanpxqsM0

� arctanpMq � arctanp0q
� arctanpMq.

Quand M tend vers l'in�ni, cette valeur tend vers π
2
. Donc

³8
0

1
1�x2 dx � π

2
.

Par symétrie (l'intégrand est une fonction paire), on a aussi que
³0
�8

1
1�x2 dx �

π
2
. Donc l'intégrale au début est convergente avec» 8

�8

1

1 � x2
dx � π.

 Est-ce que
³8
�8

1
1�x2 dx converge ? L'intervalle d'intégration est non-borné

des deux cotés, et on a aussi des singularités dans �1 et 1. On découpe
alors l'intervalle d'intégration dans les parties

p�8,�2s, r�2,�1q, p�1, 0s, r0, 1q, p1, 2s et r2,�8q.
Montrons alors que l'intégrale est divergente sur p0, 1s (ce qui est su�sant
pour conclure que l'intégrale du début est aussi divergente). En e�et, on a
que

1

1 � x2
� p1 � xq
p1 � xq �

1

2

1

1 � x
� 1

2

1

1 � x
.

La partie 1
2

1
1�x est continue sur r0, 1s, donc son intégrale est bien dé�nie.

Cependant, la partie 1
2

1
1�x a une singularité `non-intégrable' autour de 1,

comme montre le premier exemple ci-dessus. Donc
³1
0

1
1�x2 dx est divergente,

ainsi que
³8
�8

1
1�x2 dx.

 Est-ce que
³8
2

1
1�x2 dx converge ? On pourrait soupçonner que non, en vue

de l'égalité 1
1�x2 � 1

2
1

1�x � 1
2

1
x�1

et le fait que 1
1�x et 1

1�x ne sont pas inté-
grables à l'in�ni. Mais faut faire attention qu'on soustrait ici deux quantités
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positives ! Cela rend possible que les contributions à l'in�ni des deux quan-
tités s'annulent en quelque sorte. En fait, c'est exactement ce qui se passe,
et on peut aussi le motiver en disant que 1

1�x2 se comporte comme � 1
x2

à
l'in�ni, dont on a vue que c'est une fonction intégrable à l'in�ni.

Faisons le calcul de l'intégrale explicitement. Prenons M ¡ 2. On a» M
2

1

1 � x2
dx �

» M
2

�
1

2

1

1 � x
� 1

2

1

x� 1



dx

� 1

2

» M
2

1

1 � x
dx� 1

2

» M
2

1

x� 1
dx

� 1

2
rlnpx� 1qsM2 � 1

2
rlnpx� 1qsM2

� 1

2
plnpM � 1q � lnp3qq � 1

2
plnpM � 1q � lnp1qq

� 1

2
plnpM � 1q � lnpM � 1qq � 1

2
lnp3q

� 1

2
ln

�
M � 1

M � 1



� 1

2
lnp3q.

Alors si M tend vers l'in�ni, on a

lim
MÑ8

ln

�
M � 1

M � 1



� ln

�
lim
MÑ8

M � 1

M � 1



� lnp1q � 0.

Donc on trouve que» 8

2

1

1 � x2
dx � �1

2
lnp3q � lnp 1?

3
q.

4.3 Critères de convergence

La plupart des critères qu'on avait pour les séries ne se généralisent pas pour
les intégrales. Même le critère le plus simple, qui disait qu'une série ne peut
converger que si la suite associée tend vers zéro, n'est plus vrai !

Exercice : Soit f : r0,�8q Ñ R la fonction telle que f � 1 sur rn, n � 1
2n
s

pour tout entier positif n, et 0 sur le reste de son domaine. Véri�er que f ne
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tend pas vers zéro à l'in�ni, bien que
³8
0
fpxqdx � 2. (Suggestion : faire le

graphe de la fonction pour mieux la comprendre.)

Cependant, le critère le plus général, celui de la comparaison, vaut encore.

Proposition 4.3.1. Soient f et g des fonctions 2 dé�nies sur un intervalle
I � pa, bq (ou a et b peuvent être l'in�ni).

Si |fpxq| ¤ gpxq pour tout x P I et l'intégrale de g sur I converge, on a aussi
que l'intégrale de f sur I converge, et����

» b
a

fpxqdx
���� ¤

» b
a

gpxqdx.

Si par contre f est positive, fpxq ¤ gpxq pour tout x P I et l'intégrale de f
ne converge pas, aussi l'intégrale de g ne converge pas.

Exemple 4.3.2. Soient a   b des nombres réels (donc pas l'in�ni), et f une
fonction sur pa, bq. Supposons que f est bornée, ce qui veut dire qu'il existe
M ¡ 0 avec |fpxq| ¤ M pour tout x P pa, bq. Alors en prenant gpxq � M
pour tout x, on voit que |fpxq| ¤ gpxq pour tout x. En plus, l'intégrale de
g est convergente, comme

³b
a
Mdx �Mpb� aq (pour cela, nous avons besoin

d'un intérvalle �ni !). On conclut que l'intégrale de f est convergente.

Par exemple, on peut appliquer le raisonnement ci-dessus pour la fonction

p0, 1s Ñ R, x ÞÑ sinp1

x
q.

Une autre application de cette proposition concerne les séries.

Proposition 4.3.3 (Comparaison série intégrale). Soit f une fonction posi-
tive et décroissante sur r1,�8q (donc fpxq ¤ fpyq si x ¤ y). Alors l'intégrale³8
1
fpxqdx est convergente si et seulement si la série

°8
n�1 fpnq est conver-

gente.

2. Dans ce chapitre, on suppose que tous les fonctions sont continues sauf sur un en-
semble �ni (ou dénombrable) de singularités. Cela garantit que nous ne rencontreront pas
de problèmes de type technique en prenant nos intégrales.
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Figure 4.3 � Graphe de x ÞÑ sinp1{xq

Démonstration. On forme une nouvelle fonction g telle que gpxq � fpnq si
x P rn, n � 1q pour un entier n. Alors comme f est décroissante, on a que
fpxq ¤ gpxq pour tout x (dessiner les graphes des deux fonctions !). Mais on
calcule directement que

³8
1
gpxqdx � °8

n�1 fpnq. Si donc cette série converge,
on a également que

³8
1
fpxqdx converge par le critère de comparaison. 3

Pour montrer la direction opposée, nous modi�ons légèrement la situation.
On dé�nit maintenant hpxq � fpn � 1q si x P rn, n � 1q pour un entier n.
Maintenant hpxq ¤ fpxq, pendant que ³8

1
hpxqdx � °8

n�2 fpnq. De nouveau,
le critère de comparaison nous garantit la convergence de

°8
n�2 fpnq (et donc

de
°8
n�1 fpnq) si

³8
1
fpxqdx converge.

Exemple 4.3.4. On démontre ainsi facilement la convergence des séries°8
n�1

1
ns

pour s ¡ 1. En e�et, la fonction x ÞÑ 1
xs

est décroissante et po-
sitive, et

³8
1

1
xs

dx est bien convergente (par les calculs directs de la section
précédente). En appliquant la proposition ci-dessus, on voit que la série ci-
dessus est convergente.

Comme pour les séries, donnons une formulation plus quantitative du critère
de convergence. On introduit d'abord une petite pièce de terminologie.

3. On n'écrit pas les valeurs absolues ici comme les fonctions sont déjà supposées posi-
tives.
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Dé�nition 4.3.5. Soit f une fonction dé�nie sur un intervalle I � pa, bq. On
dit que f est absolument intégrable si l'intégrale

³b
a
|fpxq|dx est convergente.

Dé�nition 4.3.6 (Notation de Landau). Soient f et g deux fonctions sur
un intervalle ra, bq avec a P R et b P RY t�8u.

Nous disons que f est dominée par g en b, et on écrit

fpxq � OxÑ  bpgpxqq

(ou simplement fpxq � Opgpxqq ou même f � Opgq parfois), s'il existe un
c P ra, bq et un M ¡ 0 tel que |fpxq| ¤M |gpxq| pour tout x P rc, bq.

Nous disons que f est négligeable devant g en b, et on écrit

fpxq � oxÑ  bpgpxqq

(ou simplement fpxq � opgpxqq ou même f � opgq parfois), s'il existe une
fonction positive ε : ra, bq Ñ R et un c P ra, bq tels que εpxq Ñ

xÑ  b
0 et |fpxq|  

εpxq|gpxq| pour tout x P rc, bq.
Nous disons que f et g sont similaires en b, et on écrit f �b g, si à la même
fois fpxq � Opgpxqq et gpxq � Opfpxqq. 4

Un critère facile pour voir si fpxq � Opgpxqq est comme suit.

Proposition 4.3.7. Soient f et g deux fonctions sur ra, bq et supposons que
g ne s'annule pas. Alors si la limite

lim
xÑ  b

|fpxq|
|gpxq|

existe, fpxq � OxÑ  bpgpxqq. Si en plus cette limite n'est pas zéro, on a f � g,

pendant que si la limite est zéro, on a f � opgq.
Maintenant nous pouvons reformuler la Proposition 4.3.1 de la manière sui-
vante.

4. Cette dé�nition est di�érente de (et en fait plus générale que) la dé�nition plus
commune où on dit f �b g si fpxq � gpxq � opgpxqq.
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Proposition 4.3.8. Soient f et g deux fonctions sur un intervalle ra, bq avec
a P R et b P RY t�8u.

Si f �b g, alors g est absolument intégrable sur ra, br ssi f est absolument
intégrable sur ra, bq.

Si fpxq � Ox bpgpxqq, on a que f est absolument intégrable dès que g est
absolument intégrable.

Exemple 4.3.9. Considérons l'intégrale impropre

I �
» 8

0

lnp1 � x2q
1 � x2

dx.

On voit aisément que
lnp1 � x2q

1 � x2
��8

lnpxq
1 � x2

.

En plus, la règle d'Hôpital nous donne que

lnpxq
1 � x2

� OxÑ�8px�3{2q.

Comme x�3{2 est intégrable sur r1,�8s, nous pouvons conclure que I est
une intégrale convergente. (Remarquons que nous pouvons nous restreindre
à l'intervalle r1,�8s pour cette estimation, comme notre intégrale est déjà
bien dé�nie sur l'intervalle r0, 1s.)

Remarquons que nous avons comparé la fonction dessus avec une fonction de
la forme xÑ xα. En général, c'est une bonne idée de comparer une fonction
donnée avec une fonction de cette forme.

Exercice : Montrer que
³8
1

sinp 1
x
qdx converge. (Suggestion : appliquer d'abord

une transformation de variable y � 1
x
.)



Chapitre 5

Fonctions à deux variables

Quand on a introduit les suites, on a aussitôt considéré les suites doubles,
c'est-à-dire les suites indexées par deux paramètres discrètes. Après, on a
considéré les suites de fonctions, ce qui sont rien autres que des nombres in-
dexés par deux paramètres dont un discret et un continu. Finalement, on peut
naturellement aussi considérer les fonctions à deux paramètres continues.

Bien que ces trois notions peuvent vous paraître conceptuellement assez dis-
tinctes l'une de l'autre, il est parfois utile de les considérer comme apparte-
nantes à une même famille. Pour illustrer, on verra dans la section suivante
trois versions du théorème de Fubini, ce qui devrait vous convaincre qu'il
pourrait e�ectivement exister une théorie générale qui inclut les cas ci-dessus
comme cas spéciaux. 1

5.1 Théorèmes de Fubini

On rappellera d'abord le théorème de Fubini pour les suites doubles tel qu'on
l'a vu dans le premier chapitre.

Theorème 5.1.1 (Théorème de Fubini pour les séries doubles). Soit pamnqm,n
une suite double, et supposons qu'une des deux séries doubles

°8
m�0

°8
n�0 |amn|

1. En e�et, une telle théorie existe, et s'appelle `théorie de la mesure'. On ne s'en
occupera quand même pas en détail dans ce cours.
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ou
°8
n�0

°8
m�0 |amn| converge. Alors les séries doubles

°8
m�0

�°8
n�0 amn

�
ainsi

que
°8
n�0

�°8
m�0 amn

�
convergent, et

8̧

m�0

8̧

n�0

amn �
8̧

n�0

8̧

m�0

amn.

Passons maintenant à la situation des suites de fonctions.

Theorème 5.1.2 (Théorème de Fubini pour interchanger série et intégrale).
Soit pfnqn une suite de fonctions continues par morceaux sur un intervalle
ra, bs, et supposons que x ÞÑ °8

n�0 fnpxq ainsi que x ÞÑ °8
n�0 |fnpxq| dé�-

nissent des fonctions continues par morceaux (en particulier, on suppose que

les séries données convergent pour tout x dans ra, bs). Alors°8
n�0

�³b
a
fnpxqdx

	
converge, avec

8̧

n�0

�» b
a

fnpxqdx


�
» b
a

� 8̧

n�0

fnpxq
�

dx.

Ce théorème reste vrai si les fonctions concernées sont positives, même si les
séries ou intégrales concernées sont divergentes ou si on prend des intervalles
ouverts. Alors il peut y avoir un soucis pour dé�nir les quantités (la série,
l'intégrale), mais en pratique c'est assez clair comment on peut se débrouiller.

Exemple 5.1.3. Soit fnpxq � p�1qnx2n sur l'intervalle r0, 1?
3
s. Alors

8̧

n�0

fnpxq � 1

1 � x2
,

pendant que » 1?
3

0

fnpxqdx � p�1qn
3n
?

3p2n� 1q .

En plus, |fnpxq| � x2n et
°8
n�0 |fnpxq| � 1

1�x2 , ce qui est une fonction inté-
grable sur r0, 1?

3
s. On peut donc conclure que

8̧

n�0

» 1?
3

0

fnpxqdx �
» 1?

3

0

8̧

n�0

fnpxqdx.
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Comme » 1?
3

0

1

1 � x2
dx � arctanp 1?

3
q � arctanp0q � π

6
,

On conclut que
8̧

n�0

p�1qn
3np2n� 1q �

π

2
?

3
.

Finalement, considérons les fonctions de deux variables continues.

Theorème 5.1.4 (Théorème de Fubini). Soient a1 ¤ a2 et b1 ¤ b2. Soit f
une fonction continue dé�nie sur le rectangle ra1, a2s � rb1, b2s. Alors» a2

a1

» b2
b1

fpx, yqdydx �
» b2
b1

» a2
a1

fpx, yqdxdy.

Dé�nition 5.1.5. Soit f une fonction continue sur le rectangle

I � ra1, a2s � rb1, b2s.

Nous dé�nissons l'intégrale
³³
I

fpx, yqdxdy (ou
³
I
fpxqdx) de f sur I comme

»»
I

fpx, yqdxdy �
» a2
a1

» b2
b1

fpx, yqdydx �
» b2
b1

» a2
a1

fpx, yqdxdy.

De nouveau, si les fonctions concernées sont positives, on peut admettre
des singularités dans les fonctions, prendre des intervalles ouverts, etc. On
mentionne aussi que, comme pour les fonctions d'une variable, cette intégrale
va mesurer la volume borné entre le plan X-Y et le graphe de la fonction.

Nous avons donc réduit l'intégrale sur un rectangle à des intégrales successives
sur des intervalles. Remarquons que néanmoins, dans des exemples concrets,
un bon choix de l'ordre d'intégration peut considérablement simpli�er les
calculs. Par exemple, si on veut intégrer la fonction

f : r�1, 1s � r�1, 1s Ñ R : px, yq Ñ sinpxy2q,

il n'est pas clair ce qu'est
³1
�1
fpx, yqdy, mais il est immédiat que

³1
�1
fpx, yqdx �

0, comme x Ñ fpx, yq est une fonction impaire pour tout y. Donc on peut
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conclure que » 1

�1

» 1

�1

fpx, yqdydx �
» 1

�1

» 1

�1

fpx, yqdxdy

� 0.

On pourrait juger le théorème 5.1.4 `bien évident'. Néanmoins, ce théorème
n'est plus valable si nous prenons des hypothèses plus faibles, comme dans
l'exemple suivant.

Exemple 5.1.6. Soit

f : p0, 1s � p0, 1s Ñ R, px, yq ÞÑ x� y

px� yq3
On a que» 1

0

�» 1

0

x� y

px� yq3 dy



dx �

» 1

0

�» 1

0

�
2x

px� yq3 �
1

px� yq2



dy



dx

�
» 1

0

r �x
px� yq2 �

1

x� y
sy�1
y�0dx

�
» 1

0

r y

px� yq2 s
y�1
y�0dx

�
» 1

0

1

px� 1q2 dx

� r �1

px� 1qs
x�1
x�0

� �1

2
� 1 � 1

2
.

Mais si nous changeons l'ordre d'intégration, on obtient» 1

0

�» 1

0

x� y

px� yq3 dx



dy � �

» 1

0

�» 1

0

y � x

px� yq3 dx



dy

� �1

2
,

par symétrie. Donc pour cet exemple,» 1

0

�» 1

0

fpx, yqdy



dx �
» 1

0

�» 1

0

fpx, yqdx



dy,
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bien que les deux côtés sont bien dé�nis !

Dans l'exemple ci-dessus, le problème était plus ou moins que les parties
positives et les parties négatives de la fonction s'annulent d'une manière
di�érente dans l'intégrale double si on change l'ordre.

5.2 Dériver sous le signe d'intégrale

On a vu que, sous quelques hypothèses, on peut échanger l'ordre de deux
opérations (prendre une série et après une intégrale, prendre une intégrale et
après une autre, ...) Disons maintenant quelque chose sur l'inversion d'ordre
entre intégration d'une variable et dérivation d'une autre.

Proposition 5.2.1. Supposons que f est une fonction de ra, bs � pc, dq à R,

f : ra, bs � pc, dq Ñ R : px, tq Ñ fpx, tq.

Supposons que Bf
Bt existe, et que les fonctions f et Bf

Bt sont continues. Alors la
fonction

F : pc, dq Ñ R : tÑ
» b
a

fpx, tqdx

est dérivable, et

F 1ptq �
» b
a

Bf
Bt px, tqdx, pour tout t P pc, dq.

Donnons aussi un théorème plus élaboré qu'on peut appliquer pour des inté-
grales impropres.

Proposition 5.2.2 (Dériver sous le signe d'intégration). Soient a   b et
c   d nombres réels ou �8. Supposons donnée une fonction continue

f : pa, bq � pc, dq Ñ R,

telle que
fy : pa, bq Ñ R : xÑ fpx, yq

admet une intégrale impropre sur pa, bq pour tout y P pc, dq. Supposons en
plus que
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 la fonction
Bf
By : pa, bq � pc, dq Ñ R

existe et est continue, et
 il existe une fonction positive et continue par morceaux h : pa, bq Ñ R qui
admet une intégrale impropre sur pa, bq et telle que

|BfBy px, yq| ¤ |hpxq| pour tout x P pa, bq, y P pc, dq.
Alors si nous dé�nissons

g : pc, dq Ñ R : gpyq �
» b
a

fpx, yqdx,

on a que g est dérivable avec

g1pyq �
» b
a

Bf
By px, yqdx.

Les propositions dessus peuvent être utilisées pour évaluer certaines inté-
grales - une méthode connue sous le nom `dériver sous le signe d'intégration'.
L'idée est d'introduire dans une intégrale I un paramètre de plus, disons
α P r0, 1s ou α P R, telle que Ipαq est alors une fonction dérivable de α avec
Ip1q � I. On calcule I 1pαq avec la proposition ci-dessus, et on suppose aussi
que Ip0q est facile à calculer. Alors on obtient, par le théorème fondamental
de l'analyse, que I � Ip0q � ³1

0
I 1pαqdα.

Exemple 5.2.3. Considérons l'intégrale

I �
» 8

0

lnp1 � x2q
1 � x2

dx.

Nous avons déjà argumenté ci-dessus que xÑ lnp1�x2q
1�x2 est une fonction inté-

grable sur r0,�8q.

Pour calculer l'intégrale concrètement, introduisons la fonction

f : p0,8q � p�8,�8q Ñ R : px, αq Ñ lnp1 � α4x2q
1 � x2

.
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Nous pouvons répéter le raisonnement de dessus pour voir que pour tout α,
la fonction xÑ fpx, αq est continue avec intégrale impropre convergente. En
plus, nous avons que f est dérivable à la variable α, avec

Bf
Bαpx, αq �

4α3x2

p1 � α4x2qp1 � x2q ,

ce qui est une fonction continue. Nous pouvons calculer le maximum de
Bf
Bαpx, αq pour x �xé et α variable en mettant la dérivé par rapport à α égale
à zero. Cela donne que fpx,�q obtient son maximum quand α4 � 3

x2
, et donc

fpx, αq ¤ 33{4x1{2

1 � x2
.

Le comportement de cette dernière fonction à l'in�ni est � 33{4x�3{2, ce qui
est une fonction intégrable.

Nous avons maintenant véri�é toutes les hypothèses de la proposition précé-
dente, donc nous sommes prêts à l'appliquer. En notant

Ipαq �
» 8

0

lnp1 � α4x2q
1 � x2

dx,

nous avons que αÑ Ipαq est une fonction dérivable sur R, avec

I 1pαq �
» �8

0

Bf
Bαpx, αqdx

� 4α3

» 8

�8

x2

p1 � α4x2qp1 � x2qdx.

Si α � 1, nous avons

1

p1 � α4x2qp1 � x2q �
1

1�α�4

1 � α4x2
�

1
1�α4

1 � x2
.

Alors pour R ¡ 0, nous avons» R
0

x2

1 � x2
dx �

» R
0

1 � 1

1 � x2
dx

� R � rarctanpxqsR0
� R � arctanpRq,
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et de la même manière» R
0

x2

1 � α4x2
dx � α�4R � α�6 arctanpα2Rq

Cela nous donne en�n

4α3

» �8

0

x2

p1 � α4x2qp1 � x2qdx � 4α3 lim
RÑ�8

p 1

1 � α�4
pα�4R � α�6 arctanpα2Rqq

� 1

1 � α4
pR � arctanpRqqq

� 4α3 lim
RÑ�8

p α�2

1 � α4
arctanpα2Rq � 1

1 � α4
arctanpRqq

� 2πα

1 � α2
.

Donc, du théorème fondamentale de l'analyse,

Ipαq � Ip0q �
» α

0

2πβ

1 � β2
dβ

� π

» α
0

d lnp1 � β2q
� π lnp1 � α2q.

Mais

Ip0q �
» �8

0

lnp1q
1 � x2

dx

� 0.

Finalement, nous obtenons

Ipαq � π lnp1 � α2q.

En particulier, » 8

0

lnp1 � x2q
1 � x2

dx � Ip1q � π lnp2q.



Chapitre 6

Intégrales doubles sur des

domaines dans R2

Dans ce chapitre, nous introduirons la théorie d'intégration de fonctions à
plusieurs variables. Pour la facilité de l'exposition, nous nous restreignons
aux fonctions de deux variables, mais on peut immédiatement généraliser les
énoncés aux fonctions d'un nombre quelconque de variables.

6.1 Intégrales sur des domaines généraux

De la dé�nition même, on peut aisément déduire la propriété de linearité
suivante.

Proposition 6.1.1. Soient a1   a2   a3 et b1   b2 des nombres réels.
Notons

I1 � ra1, a2s � rb1, b2s,

I2 � ra2, a3s � rb1, b2s
et

I � I1 Y I2 � ra1, a3s � rb1, b2s.
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Soit f une fonction continue dé�nie sur I. Alors»»
I

fpx, yqdxdy �
»»
I1

fpx, yqdxdy �
»»
I2

fpx, yqdxdy.

Figure 6.1 � Division d'un rectangle

Le même vaut naturellement pour une sous-division horizontale d'un rec-
tangle, ou même une sous-division quelconque d'un rectangle.

Une idée naturelle se présente maintenant : pourquoi serait-ce nécessaire
que la �gure globale est un rectangle ? On peut bien prendre un ensemble
arbitraire qui est composé d'un nombre �ni de rectangles. Introduisons une
pièce de terminologie pour ces ensembles.

Dé�nition 6.1.2. Soit I un sous-ensemble de R2. Nous appelons I un poly-
rectangle s'il existe un nombre �ni de rectangles Ii � rai, bis � rci, dis tel que
I � Yn

i�1Ii. Nous appelons l'ensemble des Ii une sous-division de I. Nous

disons qu'une sous-division est nette si
�
I i X

�
I j � H pour i � j, donc

ppai, biq � pci, biqq X ppaj, bjq � pcj, bjqq � H pour i � j.
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Figure 6.2 � Polyrectangle Figure 6.3 � Une sous-division nette

Remarque 6.1.3. Tout ensemble avec seulement un point, ainsi que l'en-
semble vide, sont des polyrectangles.

La proposition suivante est intuitivement bien évidente.

Proposition 6.1.4. 1. Soit I un polyrectangle. Alors I admet une sous-
division nette.

2. L'intersection de deux polyrectangles est un polyrectangle.

3. L'union de deux polyrectangles est un polyrectangle.

Nous sommes tentés maintenant de dé�nir l'intégrale d'une fonction sur un
polyrectangle comme la somme des intégrales sur une sous-division nette.
Mais un problème se présente : un polyrectangle admet en général plusieurs
sous-divisions nettes. Donc notre dé�nition proposée nécessite la proposition
suivante.

Proposition 6.1.5. Soit I un polyrectangle, et tIiui:1Ñn et tJkuk:1Ñm deux
sous-divisions nettes de I. Soit f une fonction continue de I à R. Alors

ņ

i�1

»»
Ii

fpx, yqdxdy �
m̧

k�1

»»
Jk

fpx, yqdxdy.
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Dé�nition 6.1.6. Soit I un polyrectangle, et f une fonction continue de I
à R. Nous dé�nissons l'intégrale de f sur I comme»»

I

fpx, yqdxdy �
ņ

i�1

»»
Ii

fpx, yqdxdy,

où tIiui:1Ñn est une sous-division nette arbitraire de I.

Nous appelons mesure de I, ou aire de I, l'intégrale

mpIq �
»»
I

dxdy

de la fonction constante fpx, yq � 1.

Il faudrait être évident que nous ne pouvons pas nous arrêter ici. La classe
des ensembles sur lesquels nous pouvons intégrer une fonction n'est toujours
pas su�samment vaste : un disque n'est pas un polyrectangle, et un triangle
non plus. Mais il est bien clair que nous pouvons approcher de tels ensembles
avec des polyrectangles. La dé�nition suivante est une version précise de cette
idée.

Dé�nition 6.1.7. On dit qu'un sous-ensemble C � R2 est Jordan mesurable
si pour tout n P N, nous pouvons trouver des polyrectangles An et Bn tels que,
pour m ¤ n,

Am � An � C � Bn � Bm et mpBnzAnq ¤ 1

n
. (6.1)

Nous appelons mesure de C (ou aire de C) le nombre

mpCq � lim
nÑ8

mpAnq � lim
nÑ8

mpBnq.

Nous disons que C est Jordan négligeable si mpCq � 0.

Remarque 6.1.8. 1. Observons que les limites ci-dessus existent, comme
les suites pmpAnqq et pmpBnqq sont monotones et bornées. Les deux
limites sont égales à cause de la propriété (6.1).

2. Le nombre mpCq ne dépend pas du choix des An et Bn.
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3. Les propriétés que Am � An ou Bn � Bm ne sont pas vraiment né-
cessaires à exiger, comme, dans le cas qu'elles ne sont pas satisfaites,
on peut toujours passer à des intersections ou unions appropriées des
polyrectangles concernés pour faire valoir ces conditions.

4. Un ensemble Jordan mesurable est toujours borné.

Figure 6.4 � Approximation d'un disque de l'intérieur et de l'extérieur avec
des polyrectangles

Exemples 6.1.9. 1. Tout disque (fermé ou ouvert) est Jordan mesurable.
Si le disque a rayon r, sa mesure est donnée par la formule bien connue
πr2.

2. Tout triangle plein (fermé ou ouvert) est Jordan mesurable.

3. Tout ensemble de la forme

tptx� p1 � tqw, ty � p1 � tqzq | x, y, w, z P R, t P r0, 1su,
donc tout segment qui relie deux points dans le plan, est Jordan né-
gligeable. En particulier, le bord d'un triangle ou rectangle plein est
négligeable.
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4. Tout cercle (= bord d'un disque) est Jordan négligeable.

Proposition 6.1.10. Soient C et D des sous-ensembles du plan qui sont
Jordan mesurables.

1. On a que C YD, C XD et CzD sont Jordan mesurables. En plus, si
C est Jordan négligeable, mpC YDq � mpDq, et mpC XDq � 0.

2. Si C � D, on a que mpCq ¤ mpDq.
3. Si C X D � H, ou plus généralement si C X D � E avec E Jordan

négligeable, on a que mpC YDq � mpCq �mpDq.
4. Si C � A � D, et C et D sont Jordan mesurables, avec mpDzCq � 0,

aussi A est Jordan mesurable, et alors mpCq � mpAq � mpDq.
Maintenant, nous sommes prêts à donner la dé�nition de l'intégrale qui va
être, pour nous, la plus générale. Comme ci-dessus, elle doit être précédée
par une proposition.

Proposition 6.1.11. Soit C un ensemble qui est Jordan mesurable, et f
une fonction réelle dé�nie sur C. Supposons que f est continue et bornée.
Choisissons pour tout n P N un polyrectangle In � C tel que Im � In pour
m ¤ n, et tel que la suite pmpCzInqqnPN tend vers zéro.

Alors la limite

lim
kÑ8

»»
Ik

fpx, yqdxdy

existe, et cette limite ne dépend pas du choix des polyrectangles In.

Dé�nition 6.1.12. Supposons que les hypothèses de la dernière proposition
sont satisfaites pour une fonction f . Alors on dé�nit l'intégrale de f sur
l'ensemble C comme»»

C

fpx, yqdxdy � lim
kÑ8

»»
Ik

fpx, yqdxdy.

La proposition suivante nous dit que nous avons seulement besoin des valeurs
de f sur un ensemble qui ne di�ère de son domaine que d'un ensemble qui
est Jordan négligeable.
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Proposition 6.1.13. Soient C � D des ensembles qui sont Jordan mesu-
rables, et supposons que f est une fonction réelle dé�nie sur D. Supposons
que f est continue et bornée sur D. Alors si mpDzCq � 0, on a que»»

D

fpx, yqdxdy �
»»
C

fpx, yqdxdy.

Avec cette proposition, nous pouvons donc étendre encore légèrement la dé-
�nition de notre intégrale.

Dé�nition 6.1.14. Soient C � D des ensembles qui sont Jordan mesurables,
avec mpDzCq � 0. Supposons que f est une fonction continue et bornée sur
C. Alors nous disons que f est Jordan intégrable sur D, et nous dé�nissons»»

D

fpx, yqdxdy �
»»
C

fpx, yqdxdy.

Nous �nissons avec quelques propriétés élémentaires de l'intégrale de Jordan.

Proposition 6.1.15. Soit C et D des sous-ensembles du plan qui sont Jor-
dan mesurables, avec C X D � H (ou, plus généralement, C X D Jordan
négligeable). Soit f une fonction continue et bornée sur C YD. Alors»»

CYD

fpx, yqdxdy �
»»
C

fpx, yqdxdy �
»»
D

fpx, yqdxdy.

Proposition 6.1.16. Soit C un sous-ensemble du plan qui est Jordan me-
surable. Soit f1 et f2 deux fonctions continues et bornées sur C, et λ P R.
Alors »»

C

pf1 � λf2qpx, yqdxdy �
»»
C

f1px, yqdxdy � λ

»»
C

f2px, yqdxdy.

6.2 Intégrales de fonctions positives

Dans cette section, nous montrons comment on peut aller plus loin encore si
on ne travaille qu'avec des fonctions positives. On veut se débarrasser alors
de deux conditions qui étaient nécessaires dans les discussions ci-dessus :
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 Le fait que f doit être bornée.
 Le fait que l'ensemble C d'intégration doit être borné.
La possibilité d'enlever ces restrictions se base sur la proposition suivante.

Proposition 6.2.1. Soit C � D deux sous-ensembles du plan qui sont
Jordan mesurables. Soit f une fonction continue, bornée et positive sur
C, et g une fonction continue, bornée et positive sur D. Supposons que
fpx, yq ¤ gpx, yq pour tout px, yq P C. Alors»»

C

fpx, yqdxdy ¤
»»
D

gpx, yqdxdy.

Dé�nition 6.2.2. Soit C un sous-ensemble du plan tel qu'il existe, pour tout
n P N, un sous-ensemble Cn � R2 qui est Jordan mesurable et avec Cm � Cn
pour m ¤ n et C � Y8

n�0Cn. Soit f une fonction continue, bornée et positive
sur C. On dé�nit»»

C

fpx, yqdxdy � lim
nÑ8

»»
Cn

fpx, yqdxdy P r0,�8s.

Nous disons que f est intégrable sur C si cette limite existe dans r0,�8q.
Cette dé�nition fonctionne comme la suite p ³³

Cn

fpx, yqdxdyqnPN0 est croissante

par la proposition ci-dessus. On peut montrer qu'elle ne dépend pas du choix
des Cn.

Maintenant, nous enlevons la condition que f doit être bornée.

Dé�nition 6.2.3. Soit C un sous-ensemble du plan qui est union dénom-
brable de sous-ensembles Jordan mesurables. Soit f une fonction continue et
positive sur C. On met, pour chaque n P N0,

fn : C Ñ R : xÑ mintfpx, yq, nu.

Alors chaque fn est une fonction continue, bornée et positive avec fmpx, yq ¤
fnpx, yq si px, yq P C et m ¤ n.
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On dé�nit »»
C

fpx, yqdxdy � lim
nÑ8

»»
C

fnpx, yqdxdy P r0,�8s.

Nous disons que f est intégrable sur C si cette limite existe dans r0,�8q.
De nouveau, c'est la Proposition 6.2.1 qui nous assure que cette limite est
bien dé�nie.

Remarque 6.2.4. On pourrait aussi appliquer ces limites dans l'ordre in-
verse, c'est-à-dire couper d'abord les fonctions, et alors laisser tendre l'en-
semble C `vers l'in�ni'. C'est la positivité de f qui nous garantit que ces deux
routes nous mènent au même résultat. Comme vous pouvez soupçonner, on
pourrait aussi dé�nir

³³
C

fpx, yqdxdy pour f continue sur C mais pas forcément

positive, si nous savons que |f | est intégrable sur C.

6.3 Outil de calcul I : Domaines bornés par les

graphes de fonctions

Proposition 6.3.1. Soient ϕ1 et ϕ2 deux fonctions continues d'un intervalle
I � ra1, a2s à R, telles que ϕ1pxq ¤ ϕ2pxq pour a1 ¤ x ¤ a2. Soit

C � tpx, yq P R2 | a1 ¤ x ¤ a2, ϕ1pxq ¤ y ¤ ϕ2pxqu,
U � tpx, yq P R2 | a1   x   a2, ϕ1pxq   y   ϕ2pxqu,

et f une fonction continue et bornée sur U .

Alors C et U sont Jordan mesurables, mpCzUq � 0, et»»
C

fpx, yqdxdy �
» a2
a1

p
» ϕ2pxq

ϕ1pxq
fpx, yqdyqdx.

Naturellement, on a une formule similaire si on utilise des fonctions dans la
variable x.
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Figure 6.5 � Domaine borné par des graphes de fonctions

Exemples 6.3.2. 1. Soit

C � tpx, yq | y ¥ 0, x2 � y2 ¤ 1u,

la moitié d'un disque. Alors cet ensemble est la région bornée par les
fonctions ϕ1pxq � 0 et ϕ2pxq �

?
1 � x2. Soit

f : U � tpx, yq | y ¡ 0, x2 � y2   1u Ñ R : px, yq Ñ ya
x2 � y2

.

Alors f est continue et bornée sur U , et on peut aisément calculer alors
que

»»
C

fpx, yqdxdy �
» 1

�1

p
» ?

1�x2

0

ya
x2 � y2

dyqdx

�
» 1

�1

pr
a
x2 � y2sy�

?
1�x2

y�0 qdx

�
» 1

�1

p1 � |x|qdx
� 1.
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Figure 6.6 � Moitié d'un disque

2. Soit
C � tpx, yq | x ¥ 0, y ¥ 0, x� y ¤ 1u,

un triangle plein. On a que cette région est bornée par les graphes des
fonctions ϕ1pxq � 0 et ϕ2pxq � 1 � x. Soit

f : C Ñ R : px, yq Ñ xy.

Alors on a que»»
C

fpx, yqdxdy �
» 1

0

» 1�x

0

xydydx

�
» 1

0

xr1
2
y2sy�1�x

y�0 dx

� 1

2

» 1

0

xp1 � xq2dx

� 1

2
r1
2
x2 � 2

3
x3 � 1

4
x4s10

� 1

24
.

3. Considérons le sous-ensemble C du plan borné par les droites y � x,
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y � 2 et le graphe de la fonction xÑ ?
x. Soit f la fonction

f : C Ñ R : px, yq Ñ sin
πx

2y
dxdy.

Nous souhaitons calculer
³³
C

fpx, yqdxdy.

Une première méthode serait de couper C en deux parties C1 et C2 par
la ligne verticale x � 2. Alors on voit que»»

C

fpx, yqdxdy �
»»
C1

fpx, yqdxdy �
»»
C2

fpx, yqdxdy

�
» 2

1

» x
?
x

fpx, yqdydx�
» 4

2

» 2

?
x

fpx, yqdydx.

Néanmoins, nous voyons que l'intégrale par rapport à y est di�cile à
calculer.

Observons maintenant que C peut aussi être réalisé comme la partie
bornée par le graphe de deux fonctions dans la variable y, notamment
les fonctions y Ñ y et y Ñ y2, avec domaine y P r1, 2s. Donc»»

C

fpx, yqdxdy �
» 2

1

» y2
y

fpx, yqdxdy

�
» 2

1

p
» y2
y

sinpπx
2y
qdxqdy

�
» 2

1

r�2y

π
cospπx

2y
qsy2y dy

� � 2

π

» 2

1

y cospπ
2
yqdy

�
IPP

� 2

π
pr 2
π
y sinpπ

2
yqs21 �

2

π

» 2

1

sinpπ
2
yqdyq

� � 4

π2
p�1 � r� 2

π
cospπ

2
yqs21q

� � 4

π2
p�1 � 2

π
q

� 4

π2
p1 � 2

π
q.
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6.4 Outil de calcul II : Changement de variables

Pour introduire la formule pour le changement de variables, on aura besoin
de quelques dé�nitions.

Dé�nition 6.4.1. Un ensemble ouvert U dans le plan est un ensemble tel
qu'autour de chaque point, on peut trouver un petit disque qui se trouve en-
tièrement dans l'ensemble.

Figure 6.7 � Disque ouvert Figure 6.8 � Disque fermé

Exemple 6.4.2. Un disque ouvert (donc sans le bord) est un ensemble ou-
vert. Un disque fermé (donc avec le bord) n'est pas ouvert.

On aura besoin de la notion du jacobien d'une transformation du plan (ou
d'une partie du plan).

Dé�nition 6.4.3. Soit U , V deux ensembles ouverts dans le plan, et soit
f : U Ñ V une fonction à dérivées partielles continues,

fpx, yq � pf1px, yq, f2px, yqq.

Pour tout p � px, yq dans U , le déterminant de la matrice

� Bf1
Bx px, yq Bf1

By px, yq
Bf2
Bx px, yq Bf2

By px, yq

�

est appelé jacobien Jf de f (dans le point p).

On dit que f est un di�éomorphisme de U à V si f est bijective avec Jf ppq �
0 pour tout p dans U .
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On a donc que Jf est une application U Ñ R. La valeur absolue |Jf ppq|
du jacobien Jf ppq mesure l'élargissement relative d'une volume in�nitésimale
autour du point p. Si Jf ppq � 0, on dit que p est un point singulier de f : la
fonction `aplatit' la région autour de p.

Le signe de Jf ppq mesure si f change l'orientation autour de p : par exemple
si Jf ppq est positive, l'image d'un courbe circulaire dans le sens des aiguilles
d'une montre autour de p va avoir comme image un courbe qui va encore
dans le même sens.

Exemple 6.4.4. Soit f la transformation px, yq ÞÑ px� 2y, yq. Comme c'est
une fonction linéaire, le jacobien est constante, Jf px, yq � 2 pour tout x, y.
Des carrés avec des côtés de longueur r (et donc d'aire r2) sont transformés
en parallélogrammes d'aire 2r2. Pour des fonctions arbitraires, ce phénomène
se produit `in�nitésimalement'.

Figure 6.9 � Transformation px, yq ÞÑ px� 2y, yq

Exemple 6.4.5. Considérons la fonction

f : R2 Ñ R2 : px, yq Ñ px2 � y2,�2xyq.

Alors on a f1px, yq � x2�y2, et Bf1
Bx px, yq � 2x. La matrice totale des dérivées
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partielles est �
2x �2y
�2y �2x



.

Le jacobien de f est donné par Jf px, yq � �4px2 � y2q. On voit que f n'a
que 0 pour point singulier, et que f élargit les régions de plus en plus si on
s'éloigne de l'origine.

On peut maintenant formuler la formule de changement de variables pour les
intégrales doubles.

Proposition 6.4.6. Supposons que C1 et C2 sont deux sous-ensembles du
plan qui sont Jordan mesurables, et supposons en plus que U1 et U2 sont deux
ensembles ouverts tels que

1. Ui � Ci,

2. CizUi est Jordan négligeable, et

3. U1 et U2 sont di�éomorphes par rapport à une fonction Φ : U1 Ñ U2.

Si alors f est une fonction continue et bornée sur U2, on a que»»
C2

fpu, vqdudv �
»»
C1

fpΦpx, yqq|JΦpx, yq|dxdy,

où JΦ est le jacobien de Φ.

Remarque 6.4.7. 1. Le fait que nous avons écrit u et v à gauche est
seulement pour rendre la formule plus claire - on aurait aussi utiliser
de nouveau x et y.

2. On doit utiliser la valeur absolue du jacobien pour des raisons d'orien-
tation.

Donnons aussi une version plus générale pour les fonctions positives.

Proposition 6.4.8. Supposons que C1 et C2 sont des sous-ensembles du
plan qui s'écrivent comme union de sous-ensembles Jordan mesurables C1,n,
respectivement C2,n. Supposons en plus que U1 � C1 et U2 � C2 sont deux
ensembles ouverts tels que

1. Ci,nzUi est Jordan négligeable pour tout i P t1, 2u et n P N, et
2. U1 et U2 sont di�éomorphes par rapport à une fonction Φ : U1 Ñ U2.
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Si alors f est une fonction continue et positive sur U2, on a que»»
C2

fpu, vqdudv �
»»
C1

fpΦpx, yqq|JΦpx, yq|dxdy,

où JΦ est le jacobien de Φ.

Exemples 6.4.9. 1. Considérons le changement en variables polaires, qui
est très utile quand on veut évaluer des intégrales sur des (parties de)
disques.

Soit s ¡ 0 et
Cs � tpx, yq P R2 | x2 � y2 ¤ su,

Us � tpx, yq P R2 | x2 � y2   suztpx, 0q | x ¤ 0u.
Considérons

Φ : p0, sq � p�π, πq Ñ Us : pr, θq Ñ pr cospθq, r sinpθqq.

Alors ces données satisfont les conditions dans la Proposition 6.4.6. On
calcule que

JΦpr, θq �
�����
BΦ1

Br
BΦ1

Bθ
BΦ2

Br
BΦ2

Bθ

�����
�

����� cospθq �r sinpθq
sinpθq r cospθq

�����
� r.

Si donc f est une fonction continue et bornée dé�nie sur Us, on obtient
que »»

Cs

fpx, yqdxdy �
» s

0

» π
�π
rfpr cospxq, r sinpxqqdrdθ.

Considérons par exemple la fonction

f : Cs Ñ R : px, yq Ñ e�x
2�y2 .
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Le changement en variables polaires nous donne alors que»»
Cs

fpx, yqdxdy �
» s

0

» π
�π
re�r

2

drdθ

� π

» s
0

e�r
2

dr2

� π

» s2
0

e�tdt

� �πre�tss20

� πp1 � e�s
2q.

Nous pouvons nous servir de ce calcul pour déterminer l'intégrale gaus-
sienne

³8
�8 e

�r2dr. En e�et, si nous notons I � ³8�8 e�r2dr, une intégrale
qui est évidemment convergente, nous voyons que

I2 � lim
NÑ8

» N
�N

» N
�N

e�x
2�y2dxdy

� lim
sÑ8

»»
Cs

e�x
2�y2dxdy

� lim
sÑ8

πp1 � e�s
2q

� π.

Il suit que » 8

�8
e�r

2

dr � ?
π.

2. Même si un domaine est borné par les graphes de deux fonctions, il
peut être opportun de faire un changement de variables. Considérons
par exemple le triangle plein C2 borné par les axes de coordonnées et
la droite x� y � 1, et soit U2 son intérieur. Soit f la fonction

f : U2 Ñ R : px, yq Ñ e
y�x
y�x .

Alors il n'est pas clair comment intégrer» 1

0

» y
0

fpx, yqdxdy ou

» 1

0

» x
0

fpx, yqdydx.
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Mais considérons le triangle plein C1 qui est borné par les droites v � u,
v � �u et u � 1. Soit U1 son intérieur. Alors on a que la transformation

T : R2 Ñ R2 : pu, vq Ñ p1
2
pu� vq, 1

2
pu� vqq

donne un di�éomorphisme entre U1 et U2. Comme le jacobien de T est
donné par la fonction constante

JT pu, vq � 1{2,

nous voyons que»»
C2

fpx, yqdxdy �
»»
C1

fp1
2
pu� vq, 1

2
pu� vqq1

2
dudv

� 1

2

»»
C1

e
v
ududv

� 1

2

» 1

0

p
» u
�u
e
v
udvqdu

� 1

2

» 1

0

prue vu su�uduq

� 1

2

» 1

0

pe� e�1qudu

� e� e�1

4
.
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Chapitre 7

Courbes paramétrées

7.1 Dé�nition

Dé�nition 7.1.1. Une courbe (paramétrée) est une application continue

γ : ra, bs Ñ R2, t ÞÑ pγ1ptq, γ2ptqq
d'un intervalle ra, bs dans R2.

On dit que γ est fermée si γpaq � γpbq.
On dit que γ est un lacet si γ est fermée et en plus γ est injective sur ra, bq
(ce qui veut dire que γ est une courbe fermée qui n'a pas d'intersections avec
soi-même).

Nous disons qu'une courbe est de classe C1 si les fonctions γ1 et γ2 admettent
une dérivée continue (par morceaux).

Remarque 7.1.2. On admet parfois aussi des intervalles ouverts, ou des
intervalles non-bornés comme domaine.

Dé�nition 7.1.3. Soit γ : ra, bs Ñ R2 une courbe de classe C1. La vélocité
(ou vecteur-vitesse) de γ est la fonction vγ � γ1 � dγ

dt
,

vγ : ra, bs Ñ R2 : tÑ pγ11ptq, γ12ptqq.
La vitesse (ou vitesse absolue) de γ est la norme euclidienne de la vitesse,

}vγ} : ra, bs Ñ R� : tÑ
a
γ11ptq2 � γ12ptq2.
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Figure 7.1 � Une courbe Figure 7.2 � Une courbe fermée

Remarque 7.1.4. Plus précisément, la vélocité d'une courbe γ dans un point
t doit être considérée comme un vecteur dans le plan avec point d'application
le point γptq, et la direction vγptq � γ1ptq.

7.2 Paramétrage de courbes classiques

Nous donnons des paramétrages pour quelques �gures bien connues.

7.2.1 Segments

Soit p � px, yq et q � pw, zq deux points dans le plan. Nous voulons paramé-
trer le segment droit qui unit ces deux points. Nous posons

γ : r0, 1s Ñ R2, t ÞÑ p1� tqpx, yq� tpw, zq � pp1� tqx� tw, p1� tqy� tzq.

Alors γp0q � p et γp1q � q. La vitesse de γ est la vecteur avec direction

vγptq � pw � x, z � yq � ~pq.
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La vitesse absolue }vγ} de γ est donc constamment

D � } ~pq} � }p� q} �
a
pw � xq2 � pz � yq2,

la distance entre p et q.

Figure 7.3 � Segment de p à q

7.2.2 Ellipses

Considérons l'ellipse donnée par l'équation

x2

a2
� y2

b2
� 1,

où a, b P R�
0 . Nous pouvons la paramétrer par

γ : r0, 2πs : tÑ pa cosptq, b sinptqq.
La vitesse est donnée par

vγ : r0, 2πs Ñ R2, t ÞÑ p�a sinptq, b cosptqq.
La vitesse absolue devient }vγ}ptq �

a
a2 sinptq2 � b2 cosptq2. En particulier,

dans le cas d'un cercle, donc si a � b, nous voyons que la vitesse absolue est
constamment a.
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Figure 7.4 � Ellipse

7.2.3 Paraboles

La parabole
y � ax2

avec a ¡ 0 peut se paramétrer avec la courbe

γ : R Ñ R2, t ÞÑ pt, at2q.

Nous voyons que

vγptq � p1, 2atq, }vγptq} �
?

1 � 4a2t2.

7.2.4 Hyperboles

La branche supérieure de l'hyperbole y2

b2
� x2

a2
� 1, où a, b ¡ 0, se paramètre

par la courbe

γ : R Ñ R2, t ÞÑ pa sinhptq, b coshptqq.
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Figure 7.5 � Parabole

La vitesse est donnée par le vecteur

vγptq � pa coshptq, b sinhptqq,

et la vitesse absolue par

}vγ}ptq �
a
a2 coshptq2 � b2 sinhptq2.

Un autre paramétrage pour la branche supérieure de cette hyperbole est
donnée par

λ : R Ñ R2, t ÞÑ
�
t,
b

a
�
?
a2 � t2



.

En e�et, nous avons que γptq � λpφptqq où φptq � a sinhptq. Pour le paramé-
trage λ, la vélocité est donnée par

vλptq � p1, bt?
a2 � t2

q.
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Figure 7.6 � Hyperbole



Chapitre 8

Formule de Green-Riemann

8.1 Travail d'une force le long d'un chemin

Supposons que F est un champ de vecteurs dans un sous-ensemble ouvert
U � R2. Cela veut dire qu'à tout point px, yq P U , nous avons associée un
autre couple

F px, yq � pF1px, yq, F2px, yqq P R2,

ce que nous interprétons comme la direction d'un vecteur avec point d'appli-
cation px, yq. Nous disons que le champ de vecteurs est continu si cela vaut
pour la fonction F .

Nous voulons maintenant intégrer un tel champ de vecteurs le long d'une
courbe. Présentons d'abord l'idée derrière ce concept. Si γ est une courbe avec
image dans U , nous pouvons y associer un champ de vecteurs sur l'image de
γ, en mettant dans γptq le vecteur de vélocité vγptq. Mais nous avons aussi
le vecteur donné F pγptqq dans ce point. Alors, si nous avons un couple de
vecteurs v et w, nous pouvons y associer un nombre, leur produit scalaire,

v � w � xv, wy � v1w1 � v2w2 � }v}}w} cospθq,
où θ est l'angle entre v et w. Donc, étant donné notre courbe γ et notre
champ de vecteurs F , nous pouvons en associer la fonction réelle

w : ra, bs Ñ R : tÑ xvγptq, F pγptqqy.

113
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Figure 8.1 � Champs de vecteurs

Comme w est simplement une fonction sur un intervalle avec valeurs réels,
c'est clair que nous pouvons en prendre l'intégrale. Ce raisonnement nous
mène à la dé�nition suivante.

Dé�nition 8.1.1. Soit F un champ de vecteurs continu dans un ensemble
ouvert U � R2. Soit f une courbe de classe C1 (par morceaux) dans U ,

γ : ra, bs Ñ U.

Nous appelons travail de F le long de γ, ou intégrale curviligne de F le long
de γ, le nombre

»
γ

F pxq � dx �
» b
a

F pγptqq � γ1ptqdt

�
» b
a

pF1pγptqqγ11ptq � F2pγptqqγ12ptqqdt.
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8.2 Propriétés algébriques

Nous commençons par une propriété qui montre que le paramétrage concret
d'une courbe n'est pas essentielle pour les intégrales curvilignes.

Proposition 8.2.1. Soient γ1 : ra, bs Ñ R2 et γ2 : rc, ds Ñ R2 deux courbes
de classe C1 telles que

γ2ptq � γ1pφptqq
pour une fonction bijective

φ : rc, ds Ñ ra, bs

avec dérivée continue telle que φ1ptq ¡ 0 pour tout t P rc, ds. Alors pour tout
champ de vecteurs F avec dérivées partielles continues qui est dé�nie sur un
ensemble ouvert qui contient l'image des courbes γ1 et γ2, on a que»

γ1

F pxq � dx �
»
γ2

F pxq � dx.

Par contre, si nous choisissons φ tel que φ1pxq   0 pour tout x, on doit ajouter
un signe. Formulons un cas spécial qui est très utile.

Proposition 8.2.2. Soit γ : ra, bs Ñ R2 une courbe de classe C1. Soit
γo : r�b,�as Ñ R2 la courbe

γo : r�b,�as Ñ R2 : tÑ γp�tq,

ce qui est un paramétrage de l'image de γ mais dans le sens opposé. Alors pour
tout champ de vecteurs F avec dérivées partielles continues qui est dé�nie sur
un ensemble ouvert qui contient l'image de la courbe γ, on a que»

γ

F pxq � dx � �
»
γo
F pxq � dx.

Nous avons aussi une propriété d'addition par rapport à la composition de
deux courbes.
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Proposition 8.2.3. Soit γ1 : ra, bs Ñ R2 et γ2 : rb, cs Ñ R2 deux courbes
de classe C1 par morceaux telles que γ1pbq � γ2pbq. Soit γ leur composition
dans le sens que

γ : ra, cs Ñ R2, t ÞÑ
"
γ1ptq, a ¤ t ¤ b
γ2ptq, b ¤ t ¤ c.

Alors pour tout champ de vecteurs F avec dérivées partielles continues qui
est dé�nie sur un ensemble ouvert qui contient l'image de la courbe γ, on a
que »

γ

F pxq � dx �
»
γ1

F pxq � dx�
»
γ2

F pxq � dx.

Passons maintenant au dépendance d'une intégrale curviligne sur l'image
d'une courbe. En général, l'intégrale curviligne d'un champ de vecteurs dé-
pend essentiellement de la courbe sur laquelle nous intégrons, et pas seule-
ment du début et la �n de la courbe.

Exemple 8.2.4. Soit F px, yq � p0, xq, et considérons les deux courbes

γ� : r0, πs Ñ R2, t ÞÑ pcosptq,� sinptqq,

qui vont de p1, 0q à p�1, 0q en passant respectivement par la partie en haut
et la partie en bas du cercle d'unité. Alors»

γ�
F pxq � dx �

» π
0

0 � p� sinptqq � cosptqp� cosptqqdt

� �
» π

0

cosptq2dt

� �
» π

0

1

2
pcosp2tq � 1qdt

� �π
2
,

ce qui dépend donc du choix de γ� ou γ�.

Pourtant, il y a une classe importante de champs de vecteurs pour lesquels
la courbe n'est pas essentielle.
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Figure 8.2 � La courbe γ� Figure 8.3 � La courbe γ�

Dé�nition 8.2.5. On appelle un champ de vecteurs F sur un ouvert U
exact 1 s'il existe une fonction Z : U Ñ R avec dérivées partielle continues
telle que le gradient de Z est F , donc telle que

F px, yq � pBZBx ,
BZ
By q.

On appelle alors Z une fonction primitive (ou fonction potentielle, ou sim-
plement potentiel) pour F .

Proposition 8.2.6. Soit F un champ de vecteurs exact sur un ouvert U ,
avec fonction primitive Z. Soit γ : ra, bs Ñ U une courbe de classe C1 dans
U . Alors »

γ

F pxq � dx � Zpγpbqq � Zpγpaqq.

En particulier, l'intégration ne dépend que des points extrèmes de la courbe
γ.

On peut aisément démontrer cette proposition :»
γ

F pxq � dx �
» b
a

pBZBx pγptqqγ
1
1ptq �

BZ
By pγptqqγ

1
2ptqqdt

�
» b
a

pZ � γq1ptqdt
� Zpγpbqq � Zpγpaqq,

1. En vérité, on n'utilise pas ce terme pour les champs de vecteurs, mais plutôt pour les
`formes di�érentielles' (desquelles je n'introduis pas la dé�nition). Pourtant, à tout champ
de vecteurs dans le plan, il correspond une forme di�érentielle, et j'appelle ici un champ
de vecteurs exact quand la forme di�érentielle associée est exacte.
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où nous avons utilisé la règle de chaîne pour les fonctions multi-variables.

Une propriété qui est très proche de l'exactitude est celle d'être un champ de
vecteurs fermé.

Dé�nition 8.2.7. Soit F un champ de vecteurs avec dérivées partielles conti-
nues sur un ensemble ouvert U � R2. Nous disons que F est fermé 2 si

BF1

By � BF2

Bx .

Nous voyons que cette condition est locale : on peut la véri�er dans chaque
voisinage d'un point de U . Par contre, l'exactitude est une condition globale :
nous voulons une seule fonction Z, dé�nie sur le tout de U , telle que le
gradient de Z est égal à F . Cela explique un peu pourquoi, dans la proposition
suivante, la forme de l'ensemble U est importante pour pouvoir relier les deux
conditions.

Proposition 8.2.8. Soit F un champ de vecteurs avec dérivées partielles
continues dé�ni sur un ensemble ouvert U � R2.

1. Si F est exact, alors F est fermé.

2. Si F est fermé et U est un ouvert convexe 3, alors F est exact.

Exemple 8.2.9. Considérons l'ensemble

U � R2ztp0, 0qu,

le plan sans l'origine. Alors U n'est pas convexe. Soit

F px, yq �
� �y
x2 � y2

,
x

x2 � y2



,

2. De nouveau, cette dé�nition est plutôt utilisée pour la forme di�érentielle associée.
Remarquons aussi que dans un contexte physique, où on interprète F comme une force,
on dit que `F est une force conservative' précisément quand F est un champ de vecteurs
fermé.

3. On dit qu'un ensemble est convexe si avec chaque couple de points qui se trouvent
dans l'ensemble, aussi le segment qui joint les deux points se trouvent dans l'ensemble.
Par exemple l'intérieur d'une ellipse est convexe.
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ce qui est un champ de vecteurs bien dé�ni sur U . On véri�e que

BF1

By px, yq �
BF2

Bx px, yq �
y2 � x2

px2 � y2q2 ,

donc F est fermé. Mais F n'est pas exact sur U : on voudrait prendre

Zpx, yq � arctan
�y
x

	
comme fonction primitive, mais ce n'est pas possible de dé�nir cette fonction
de manière dérivable (ou même continue) sur le tout de U .

En fait, on peut démontrer que F n'est pas exact en démontrant que la
Proposition 8.2.6 ne vaut pas dans ce cas. En e�et, considérons de nouveau
les deux courbes

γ� : r0, πs Ñ U, t ÞÑ pcosptq,� sinptqq.
Alors »

γ�
F pxq � dx �

» π
0

p� sinptq2 � cosptq2qdt
� �π.

Les deux intégrales ne sont pas égales.

Le champ de vecteurs F ci-dessus peut être utilisé pour dé�nir un nombre
entier associée à une courbe fermée γ de classe C1 qui évite le point p0, 0q.
Proposition 8.2.10. Soit γ une courbe fermée de classe C1 sur l'intervalle
ra, bs, telle que γptq � p0, 0q pour tout t P ra, bs. Soit F le champ de vecteurs
dé�ni sur U � R2ztp0, 0qu par

F px, yq �
� �y
x2 � y2

,
x

x2 � y2



.

Alors le nombre

nγ � 1

2π

»
γ

F pxq � dx � 1

2π

» b
a

γ1ptqγ12ptq � γ11ptqγ2ptq
γ1ptq2 � γ2ptq2 dt

est un nombre entier.
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Dé�nition 8.2.11. Soient γ et F comme dans la proposition ci-dessus. Nous
appelons le nombre nγ l' indice de γ par rapport à p0, 0q.
Intuitivement, nγ mesure combien de temps γ tourne autour du point p0, 0q.
Le signe de nγ détermine si on tourne dans ou contre le sens des aiguilles
d'une montre. Par exemple, pour

γ : r0, 2πs Ñ U : tÑ pcosptq, sinptqq,

un cercle autour de p0, 0q contre le sens des aiguilles d'une montre, l'indice
nγ est égale à 1.

Naturellement, on peut aussi dé�nir l'indice d'une courbe par rapport à un
autre point que p0, 0q (en supposant que la courbe ne passe pas par ce point).
L'indice par rapport à un point px, yq sera noté nγpx, yq.

8.3 Formule de Green-Riemann

Pour calculer l'intégrale d'un champ de vecteurs le long d'une courbe, nous
n'avons besoin que des valeurs du champ F sur l'image de la courbe. Main-
tenant, nous allons voir une formule qui nous permet de calculer une telle
intégrale en utilisant les valeurs de F dans des autres points.

Intuïtivement, c'est clair qu'un lacet (c'est-à-dire une courbe fermée sans in-
tersections avec soi-même) divise le plan en deux parties, une partie intérieure
et bornée Uγ et une partie extérieure Vγ. Nous noterons l'union UγYγpra, bsq,
ce qu'est en fait l'adhérence de Uγ, comme Ωγ. On a donc que Ωγ contient
l'image de la courbe paramétrée γ, ainsi que tous les points du domaine borné
par cette image.

Lemma 8.3.1. Soit γ un lacet de classe C1, pour lequel la vélocité vγ ne
s'annule jamais. Alors Ωγ est Jordan mesurable.

Nous pouvons maintenant formuler le théorème de Green-Riemann 4.

4. Ce théorème n'est qu'un cas très spécial d'un théorème beaucoup plus général, connu
comme `théorème (ou formule) de Stokes'.
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Theorème 8.3.2 (Théorème de Green-Riemann). Soit γ : ra, bs Ñ R2 un
lacet de classe C1, pour laquelle l'indice nγpx, yq est 1 pour un point (et alors
tout point) dans l'intérieur de Ωγ. Soit F un champ de vecteurs avec dérivées
partielles continues sur un domaine ouvert qui contient Ωγ ainsi que l'image
de γ. Alors »

γ

F pxq � dx �
»»
Ωγ

�BF2

Bx � BF1

By



dxdy.

Exemple 8.3.3. Soit

γ : r0, 2πs Ñ R2 : tÑ pcosptq, sinptqq.
Alors Ωγ est le disque

Ωγ � tpx, yq P R2 | x2 � y2 ¤ 1u.
Considérons maintenant le champ de vecteurs

F : R2 Ñ R2 : px, yq Ñ p�y, xq.
Alors

pBF2

Bx � BF1

By qpx, yq � 2.

Donc »»
Ωγ

�BF2

Bx � BF1

By


px, yqdxdy � 2

»»
Ωγ

dxdy � 2π,

ce qui nous donne le terme à droit dans le théorème de Green-Riemann.

Le terme à gauche de ce théorème se calcule comme suit :»
γ

F pxq � dx �
» 2π

0

pF1pcosptq, sinptqqp� sinptqq � F2pcosptq, sinptqqpcosptqqqdt

�
» 2π

0

psinptq2 � cosptq2qdt
� 2π.

En e�et, les deux termes s'accordent pour cet exemple particulier.
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Remarque 8.3.4. En fait, ce théorème est encore vrai si on admet des lacets
qui sont avec dérivée continue par morceaux. Ainsi, on peut aisément véri�er
le cas spécial d'une intégrale de contour sur un rectangle ra1, a2s � rb1, b2s.
Ci-dessous, nous donnons les détails. On peut alors démontrer le cas général
en rapprochant le domaine donné avec des polyrectangles, et de montrer la
formule de Green-Riemann pour les polyrectangles en utilisant la propriété
d'additivité pour les intégrales doubles, et le fait que les intégrales curvili-
néaires sur des courbes γ et γo de direction opposée s'annulent.

On a que le bord d'un rectangle ra1, a2s � rb1, b2s se décompose en quatre
segments, qu'on peut paramétrer comme suit :

γ1 : ra1, a2s Ñ R2 : tÑ pt, b1q,

γ2 : rb1, b2s Ñ R2 : tÑ pt, a2q,
γ3 : ra1, a2s Ñ R2 : tÑ pa1 � a2 � t, b2q,
γ4 : rb1, b2s Ñ R2 : tÑ pb2 � b1 � t, a1q.

Pour γ3 et γ4, il faut prendre les paramétrages tels qu'on voyage à gauche,
respectivement en bas - on a alors que la composition γ de tous les segments
γ1, γ2, γ3 et γ4 forme une courbe avec dérivée continue par morceaux autour
de l'intérieur du rectangle ra1, a2s � rb1, b2s.

Soit maintenant F un champ de vecteurs avec dérivées partielles continues
dé�ni sur le rectangle ra1, a2s � rb1, b2s. Alors on a que

»
γ

F pxq � dx �
4̧

i�1

»
γi

F pxq � dx.

On calcule que »
γ1

F pxq � dx �
» a2
a1

pF pt, b1q � γ11ptqqdt

�
» a2
a1

F pt, b1q � p1, 0qdt

�
» a2
a1

F1pt, b1qdt.
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En continuant de cette façon, on arrive à

»
γ

F pxq � dx �
» a2
a1

F1pt, b1qdt�
» b2
b1

F2pa2, tqdt

�
» a2
a1

F1pa1 � a2 � t, b2qdt

�
» b2
b1

F2pa1, b1 � b2 � tqdt.

Par un changement de variable pour les deux derniers termes, on peut écrire
cette expression dans la forme suivante :

»
γ

F pxq � dx �
» a2
a1

F1pt, b1qdt�
» b2
b1

F2pa2, tqdt

�
» a2
a1

F1pt, b2qdt�
» b2
b1

F2pa1, tqdt.

Considérons maintenant le terme à droite dans l'égalité de Green-Riemann.
On a que

»»
ra1,a2s�rb1,b2s

pBF2

Bx � BF1

By qpx, yqdxdy

�
» a2
a1

» b2
b1

pBF2

Bx � BF1

By qpx, yqdydx

�
» b2
b1

» a2
a1

BF2

Bx px, yqdxdy �
» a2
a1

» b2
b1

BF1

By px, yqdydx

�
» b2
b1

rF2px, yqsx�a2x�a1dy �
» a2
a1

rF1px, yqsy�b2y�b1dx

�
» b2
b1

F2pa2, yqdy �
» b2
b1

F2pa1, yqdy �
» a2
a1

F1px, b2qdx�
» a2
a1

F1px, b1qdx.

Naturellement, comme nous faisons l'intégration sur les variables x et y, nous
pouvons les remplacer par n'importe quel autre symbole, et nous arrivons
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donc à»»
ra1,a2s�rb1,b2s

pBF2

Bx � BF1

By qpx, yqdxdy �
» b2
b1

F2pa2, tqdt�
» b2
b1

F2pa1, tqdt

�
» a2
a1

F1pt, b2qdt�
» a2
a1

F1pt, b1qdt,

ce qui est exactement l'expression d'auparavant.

Exercice : Démontrer le théorème de Green-Riemann pour le cas où γ est
décrit le cercle d'unité. (Suggestion : utilisez un changement en variables
polaires.)
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