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En guise d’introduction...

Le but de ce cours est de vous apprendre comment additionner. Bien siir, on
ne s’occupera pas des 1+1 ot des 5—2 : on va étudier les sommations infinies
(séries) et les sommations continues (intégrales). Ne vous méfiez pas : une fois
on met 'infini dans le jeu, le sol sous les pieds n’est plus si fiable : quantités qui
ne sont plus bien définies, opérations innocentes qu’on ne peut plus utiliser,
... En méme temps, l'infini nous surprend d’une maniére agréable, en nous
offrant des belles identités comme celle-ci de Leonhard Euler, datant de 1736 :

1+1+1+1+1+ _
49 16 25 7 6

Dans le cours, on se concentrera surtout sur les méthodes de calcul : évalua-
tion d’une série ou intégrale concréte, analyse du comportement asympto-
tique d’une expression, .... Néanmoins, une base théorique ainsi qu’intuitive
est indispensable pour donner un sens a ces calculs. Elle aide aussi & éviter
des erreurs de calcul, en se rendant compte par exemple qu’une solution ob-
tenue est absurde. Pour assimiler ces techniques et intuitions, il est impératif
de travailler vous-mémes, en faisant les exercices qui vous seront offerts. Il va
sans dire alors que les séances de TD font une partie intégrale de ce cours.

Les séries et les intégrales sont des outils de base qui apparaissent partout
dans les sciences, non seulement dans les mathématiques pures ou la phy-
sique. J’espére donc que ce cours vous aidera a les manipuler avec plus de
confidence.

Kenny De Commer
Cergy-Pontoise, 2013






Premiére partie

Séries






Chapitre 1

Séries numériques

1.1 Suites numériques

1.1.1 Deéfinition

On joue un jeu : chaque personne crit un nombre, au hasard. On demande &
quelqu’un de noter les nombres obtenus. Par exemple, on obtient la liste

2, 6, 396, 0.99, —666, 7, 2, ...

Si on continuerait ce jeu indéfiniment, cette liste continuerait infiniment vers
la droite. Notons que cette liste est ordonnée : si je demande ‘quel est le
nombre que la troisiéme personne a crié’, vous répondrez ‘396°. On dira que
c’est le nombre a 1'indice 3.

2, 6, 396, 0.99, —666, 7, 2, ...
!
On appellera une telle liste ordonnée de nombres comme ci-dessus une suite.

Définition 1.1.1. Une suite est une collection de nombres, indexée par les
entiers naturels.
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FEzercices :

1. Vrai ou faux : le méme nombre peut figurer plusieurs fois dans une
suite.

2. Vrai ou faux : il suffit de connaitre le début d’une suite pour connaitre
toute la suite (comme supposé dans les tests de QI).

3. Combien de suites est-ce qu’on peut former qui ne contiennent que des
nombres entiers positifs, et telles que le nombre a 'indice n est inférieur
noa] & ntl3 Qs . o / n+13
ou égal a -7 (Suggestion : Si pour n un indice donné on a e < 1
on sait que le nombre & cet indice est égal & 0.)

En général, c’est trop fatiguant de donner toute cette liste de nombres chaque
fois qu’on veut en parler. On donnera donc un nom a cette liste. En général,
ce nom consistera d’'un couple de parenthéses avec dedans une seule lettre
munie d’un indice abstrait, comme (a,,), (b,), (ux), (vp), ... Par exemple, on
pourrait appeler notre suite ci-dessus la suite (u,), et on notera

(un) = (2, 6, 396, 0.99, —666, T, 2, ...).

Dans l'expression (uy,,), le n n’est qu'un symbole abstrait. Si par contre on
a choisi un nombre naturel concret n, le symbole u,, (sans parenthéses!) dé-
signe alors le nombre & l'indice n. Par exemple pour la méme suite (u,), on

a Uy = 2,U3 = 396,U4 = 0.99.

Attention ! | Parfois, c’est utile de commencer une suite & un indice diffé-

rent de 1, ou de prendre tous les nombres entiers (positifs ainsi que négatifs)
comme des indices (dans ce cas, on obtient des suites qui continuent infi-
niment vers la droite et vers la gauche). On indiquera cela avec un petit
symbole en bas de la notation. Par exemple, si on écrit (u,),>2, on veut dire
que la suite commence a I'indice 2. Une fois qu’on y est habitué, on néglige
parfois d’ajouter cette notation en plus, et on suppose que le choix du pre-
mier indice est clair du context.

La suite ci-dessus était aléatoire, mais dans beaucoup de cas une suite a une
sorte de ‘logique interne’ : on peut déterminer le nombre qui apparait a I'in-
dice n par une formule ou un régle de calcul.
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Par exemple, définissons une suite (a,),>1 par la formule suivante :
ap = —.
n

Donc, la valeur de cette suite & 'indice n est précisément la réciproque de
ce nombre, c’est-a-dire 1/n. Si on écrirait cette suite comme une liste de
nombres, on obtiendrait

).

ot =

1
747

W

1
(an) = (17 57

Si on a exprimé la valeur a,, d’une suite (a,) directement en terme de I'indice
n, on dira qu’on a trouvé une formule de forme fermée pour la suite.

Une autre facon de définir une suite est par recursion : on donne le terme
initial ainsi que la régle d’obtenir le terme suivant du terme (ou des termes)
précédent(s).

Exemple 1.1.2. Soit (F},),>0 la suite définie par la régle suivante : on met
Fo=F,=1,etsin>=2 onmet F,, = F, o+ F, 1. Les premiers termes de
cette suite sont

(F,) = (1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, ...).

Cette suite est connue comme la suite de Fibonacci, comme elle apparait
dans le livre ‘liber abaci’ (‘livre de calcul’) de Leonardo Pisano (‘Léonard de
Pise’), surnommé aprés sa mort Fibonacci (‘fils de Bonacci’).[]

C’est possible de donner une formule de forme fermée pour cette suite, comme
on verra dans la section 2.3

1. Liber Abaci, Chapitre 12 : ‘Quot paria coniculorum in uno anno ex uno pario germi-
nentur. Quidam posuit unum par cuniculorum in quodam loco, qui erat undique pariete
circundatus, ut sciret, quot ex eo paria germinarentur in uno anno : cum natura eorum
sit per singulum mensem aliud par germinare; et in secundo mense ab eorum natiuitate
germinant.” Traduction : ‘Combien de lapins descendent en une année d’une pair de la-
pins 7 Quelqu’un met une pair de lapins dans un endroit complétement entouré par un
mur, pour découvrir combien de lapins en descenderaient dans une année : par leur nature
une pair prend un mois pour générer une autre pair; et dans leur deuxiéme mois apreés
leur naissance ils commencent a reproduire.” On peut voir une copie de la page originale
sur http://fr.wikipedia.org/wiki/Liber_abacil


http://fr.wikipedia.org/wiki/Liber_abaci
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Attention ! | Une méme suite peut étre définie de plusieurs facons. Par exemple,

la suite avec terme général u, = % ci-dessus peut aussi étre définie par une

formule de recursion, en mettant

Uy = 17
Un

n

Comment est-ce qu’on peut vérifier ¢’est bien la méme suite 7 D’abord, c’est
toujours utile de calculer les premiers termes pour voir si les suites pourraient
étre égales. Pour montrer qu’en fait tous les termes sont égaux, on pourrait ici
utiliser un raisonnement par récurrence. Rappelons-nous la structure d’une
telle démonstration.

e D’abord, on montre que I'égalité vaut pour le premier terme. En effet,
u; = 1 dans les deux définitions.

e Maintenant, on suppose que pour un n = 1 donné, on sait déja que wu,,
donné avec la formule de récurrence, est égal a % Le but est alors de

montrer qu’aussi u,.+; = ——. Mais par la formule de récurrence, on a bien

n+1’
que
Unp
Upyr = ——
+1 U, + 1
1
= ° hérédité
141 ( )
n
1 T , . .
= 3 (multiplication avec n de numérateur et dénominateur).
n
Exercices :

1. Ecrire les premiers six termes des suites (uy,),>0 suivantes.
_ 1
¢ Un = GiD(mr2)
® U, =1U, 1+ 10uuy=0,
e u, =u2 4+ 1ouuy =0,
o u, =1-— 11 ot ug = 1/2.

Un

2. Déterminer Fj3 dans la suite de Fibonacci. (Réponse : 377)

3. Montrer que les deux suites suivantes, (u,)n=0 €t (v,)n=0, sont égales :
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e u, = (n+1)?
e vg=1,v, =v,_1+2n+ 1.

Remarque 1.1.3. Si jamais vous rencontrez une suite de nombres entiers qui
vous semble curieux, vous pouvez consultez le site web http://oeis.org/
pour voir si c¢’est en fait une suite bien connue ou pas.

1.1.2 Convergence

Définition 1.1.4. On dit qu’une suite (u,) est convergente s’il existe un
nombre u tel que u, se rapproche de u quand n devient trés large (on dit
aussi : quand n tend vers 'infini). On dit alors que (u,) converge (ou tend)
vers u, et que u est la limite de la suite (u,). On écrit

lim u,, = u.
n—o0

Exemples 1.1.5. o La suite (u,) avec u, = % tend vers zéro, comme %

devient trés petit (proche de zéro) quand n devient trés large, visualisez
U100 = 0,01, U10000 = 0,0001, .... On écrit :

lim u,, = 0.
n—0oo

e La suite v, avec v, = 1 — % a la limite 1, donc

lim v,, = 1.

n—00
La définition ci-dessus n’est pas trop rigoureuse : une définition plus au goit d’un mathématicien est la
suivante. On dit qu’une suite (un) est convergente s’il existe un nombre u € R tel que, pour tout € > 0,
on a qu’il existe N € N avec la propriété que si n = N, alors |u, — u| < &. On peut facilement interpréter
cette définition au moyen d’un dessin : la suite (un) converge vers u si pour tout petit intervalle autour

de u, les valeurs u,, se trouvent dans cet intervalle dés que l’indice n a passé un indice ‘seuil’ N.

Définition 1.1.6. Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente.
Un cas particulier est la divergence vers l'infini : on dit que la suite (u,)
diverge vers plus infini si pour tout nombre donné M, on a u, = M pour
tout n suffisamment grand. Notation :

lim u,, = +o0.
n—ae0


http://oeis.org/
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De méme, on dit que la suite (u,) diverge vers moins infini si pour tout
nombre donné M, on a que u, < M pour tout n suffisamment grand. Nota-
tion :

lim u,, = —o0.
n—ao0

Remarque 1.1.7. Une suite (u,) est dite croissante si pour tout n, on a
u, < up.1. Si une suite est croissante, soit elle est convergente, soit elle
diverge vers plus infini. De méme, on dit qu'une suite (u,) est décroissante
si pour tout m, on a u, = U,y 1. Si une suite est décroissante, soit elle est
convergente, soit elle diverge vers moins infini.

Exemples 1.1.8. ¢ La suite décroissante (+) tend vers 0, i.e. lim * = 0.
n—aoo

e La suite croissante (n) tend vers +oo.
e La suite (1,0,1,0,...) est divergente, mais ne diverge pas vers U'infini.

En général, ce qui est le plus important, c’est de connaitre les régles pour
traiter les limites en terme de certaines limites connues. Quelques limites
fondamentales sont les limites suivantes :

. limn_,oo% = 0.

e Plus généralement, si P(n) et Q(n) sont des polynémes en n, on a que
P
lim ﬂ =0 sidegré P < degré Q.
2 Q)
Par contre,
P
lim ﬂ =+ sidegré P> degré @,
n—0 Q(n)

ou le signe dépend des coefficient dominants. Finalement, si les degrés de
P et @) sont égaux, la limite lim,,_, % est le quotient des coefficients

dominants. Par exemple,

n—1 1—n? 2n’ +1
lim — =0, lim —— = —oo0, lim —/——— = 2.
n—>oon_2+1 n—»oon—i—Q n—»oon_Q—l
e Sia>1onaf
lim a" = 4+owet lim a ™ =0.
n—-+0oo n—-+aoo

n_ 1

2. On se rappelle que ™" = =
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Par contre, si0 <a < 1, on a

lim " =0et lim a™" = 4o0.
n——+00 n——+00
e Pour tout polynome P(n) en n, et tout a > 1, on a que P(n)a~"™ = 0. Par
exemple,

lim (n* +n —1)27" = 0.

n—aoo

On a aussi des régles simples, comme

e la limite d’'une somme est la somme des limites, par exemple

—1 1 —1 1
fm (22 22 i P i A 1 h 12
n—oo \n + 1 n—1 n—oon + 1 n—w N —

e la limite d’un produit est le produit des limites, par exemple

. n+1 . on+1., .
lim ( 2‘”) = (lim )(lim 27") =1-0=0.
n—oo n n—aoo n n—oo
e la limite d’une fonction continue f appliquée & une expression contenant
n est la fonction continue appliquée a la limite, par exemple avec f la
fonction exponentielle f(x) = 2% on a
lim 2w = 2imn-n s — 90 — 1,
n—o0
Ici, il faut seulement faire attention que ’expression obtenue n’est pas une

forme indéterminée.

’Formes indéterminées\ : o0 — 0, v = et 0-o00.
e

Dans ce cas, c’est souvent utile de réduire 'expression a une expression de la
?
: f(n) ; : ; : 5
forme lim,, O d’appliquer la régle suivante, connue comme régle de

[’Hépital.

Lemma 1.1.9 (Régle de 'Hopital). Si f et g sont deuz fonctions différen-
tiables et lim,, o, f(n) = lim, . g(n) = 00 oulim, 4 f(n) = lim, .« g(n)

0, alorsf] ,
lim S = lim S

n—0 g(n) n—00 g’(n)
st Uexpression a droite est bien définie.

I

3. On suppose aussi que g(z) # 0 pour tout z suffisamment grand.
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Exemple 1.1.10. Montrons que lim, ., ne ™™ = 0, a 'aide de la régle de

I’Hopital. On a
n

lim ne ™™ = lim —.
n—-+0o n—+w e

Ici, on observe que lim,, ,,,n = 400 ainsi que lim,, , 4 €™ = +00. Donc,

. _ . n
lim ne™ = lim —
n—-4+w n—o en

Remarque 1.1.11. Comme on aurait pu observer ci-dessus, si on applique
la régle de 'Hopital dans une computation, on met le symbole (H) sous le
signe d’égalité dans I’étape o on applique la régle.

FEzercices :

1. Déterminer la limite des suites suivantes :

n?+2
n-+1

2—n—n?

22 + 6 )n>07 ((nb + n3 + 1)5771)”20‘

)n207 (3"72)71217 (

(

2. Montrer que la limite de ({/n),~o vaut 1. (Suggestion : prendre le lo-
garithme, en se rappelant que In(a?) = bIn(a) et que /b = ba.)

1.2 Séries numériques

A partir d’une suite donnée, on peut construire des autres suites.

Exemple 1.2.1. Chaque jour, quelqu’un joue un jeu d’hasard ou il gagne
ou perd de ’argent. Voici les montants qu’il a gagné ou perdu chaque jour
(& partir d’un certain jour).

(un) = (20,30, —10, —50, —50, 100, . ..).

On se demande : le troisiéme jour, combien a-t-il gagné ou perdu en total ?
Evidemment, on prend la somme 20 + 30 — 10 = 40. Et le huitiéme jour ? Et
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le n-iéme jour 7 On peut donc mettre tous ces montants ensemble dans une
nouvelle suite :

(S,) = (20,50, 40, —10, —60, 40, . . ).

En formule, on a que

S, = Up = UL + Us +US+ ...+ Uy 1+ Up-

M=

1

k

Définition 1.2.2. Soit (u,) une suite de nombres. On appelle série de terme
général u, la suite (S,) ow

n

k=1

On appelle S, la n® somme partielle de la série.

Exemples 1.2.3. ¢ Si
(u,) = (1,1,1,...),

une suite constante, alors
(Sn) =(1,2,3,4,...).
e On se souvient de la formule
1= =1-)A+q+¢+...+¢" " +").

Donc si ¢ # 1 est un nombre, et (u,) est la suite géométrique a raison q et
terme initial 1,
(un)n20 = (17 q,9 ,49 ,4 7"‘)7

on a que la suite des sommes partielles associée est

(S)nso = (L1+gl+qg+Fl+qg+d®+4%..)
l—q¢1—¢* 1—-¢3

— ).

1—¢ ' 1—-¢q  1—q’

L, 1— n+1
On a la forme fermée S, = 1(17'

Ezercices :
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1. Déterminer la suite des sommes partielles de la suite
(un) = (1,1/2,1/4,1/8,1/16,...).
2. Déterminer la suite des sommes partielles pour la suite
(v,) =(1,0,-1,0,1,0,-1,0,1,...).

Définition 1.2.4. Soit (u,) une suite. On dil que la série avec terme général
u,, converge si et seulement si la suite (S,) de ses sommes partielles converge.
On appelle alors la limite de la suite des sommes partielles la somme de la
série. On la note comme

0
Z up = lim .S,.
k=1

n—oo

St cette limite n’existe pas, on dit que la série diverge.

Attention!| On utilise parfois le symbole abstrait > . | u; pour parler fa-

cilement de la suite des sommes partielles associées, méme si la série ne

converge pas! Dans ce cas, on dit plutot que Zle ug est une série formelle.
M P [e o] .

Par exemple, on peut dire alors des choses comme ‘la série Y/~ | uy, diverge’.

Exemples 1.2.5. ¢ Pour la suite constante (u,,) = (1,1,1,...), la n® somme
partielle est égale a S,, = n, ce qui tend vers l'infini. La série Zlel est
donc divergente.

e Plus généralement, soit ¢ € R un nombre quelconque, et considérons de
nouveau la suite (v,) = ¢". On peut alors écrire, si ¢ # 1,

1— n+1
Sp = —a .
l—gq

Le cas ¢ = 1 est la suite constante de 'exemple précédent. Pour ¢ # 1, on
a trois cas a considérer.

e Si|g| > 1, on voit que la série > , ¢* est divergente, comme ¢"** tend
vers I'infini.
e Si|g| <1, on a que la série converge, et la somme de la série est égale a
© 1 _ qn+1 1

k .
= lim = .
RS l—¢q

k=0
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e Si g = —1, la suite (v,) est (1,—1,1,—1,...), et la suite des sommes
partielles est alors (1,0,1,0,...). On voit que la suite > )7 ,(—1), appelée
aussi série de Grandi, est divergente.

e Considérons la suite (wy,),>1 = % La série associée, appelée série harmo-
nique, a comme n® somme partielle

So=1tialy ]l
n=ld gt

Montrons que cette série est divergente.

Supposons que nous sommes arrivés dans la suite a une valeur n avec
n = 28! pour un certain k € N. Alors S,, contient en particulier la somme

L + L +...+ L + L
2k 41 2k 2 77 2k 42k 1 2k 4 Ok

Comme on a 2% + 2% = 2kl qu’on peut réécrire cette expression comme

1 1 1 1 S ok 1
2k+1+2k+2+"'+2k+1_1+2k+1/ Toktl T 9
ok
On voit qu’alors
1 1 1 1 1 1 1
Sp = 14-+G+)+(E+o+o+2)+...
2 (3 4) (5 6 7 8)
T PR S
2k +1 2k 42 7T 2kl 7 Qk+l
> 1+1+1+ +1
> 3ttty
e
k+1
= 1+ —-.
2

On peut faire cette derniére valeur aussi large qu’on veut en prenant n
suffisamment grand. Il en découle que (S,,) est divergente.

Ezercices :
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1. Si (un)n>1 est une suite quelconque, on peut former une nouvelle suite
(Un)n=1 avec
Up = Up4+1 — Up.

La série avec terme général v,, est appelée une série télescopique.

o Vérifier que la n® somme partielle de la suite (v,,) est égale & w, .1 —u;.
e Montrer que Y~ v, est convergente si et seulement si (u,) est
convergente, et que

ee]

vy, = (lim w,) — uy.
—1 n—aoo

3

_B_
n—+1

2 . (e 6] . , .
2. Déterminer } | L. (Suggestion : écrire ——— comme 2+ -5 pour

n=1n(ns1)" mEsy
des constantes A et B.)

Pour finir cette section, introduisons la définition suivante.

Définition 1.2.6. On dit que la série de terme générale u,, est absolument
convergente si et seulement si Y, [ug| converge.[]

Remarque 1.2.7. Comme Y, | |ux| a pour terme général un nombre positif,

e 0] . . . s e
on a que Y, |uy| est une suite croissante. On a donc que soit cette série
converge, soit elle diverge vers I'infini.

Exemple 1.2.8. La suite >, (—1)"L n’est pas absolument convergente,
comme Y [(=1)"1] = 3" | L est la série harmonique, dont on sait qu’elle
n’est pas convergente. Par contre, on verra plus tard que > (—=1)"2 est

n
bien convergente.

1.3 Critéres de convergence

Il existe des critéres divers, pas toujours concluants, pour vérifier si une série
converge ou diverge.

4. On se rappelle que |a] est la valeur absolue d’un nombre, donc |a| = a si a est positif,
et |a| = —a est négatif. Par exemple, |2| = 2 et | — 4| = 4.



1.3 Critéres de convergence 15

Le premier critére est trés simple.

Critére 1. Pour qu’une série converge, il est nécessaire (mais pas suffisant!)
que la suite (u,,) de ses termes généraux converge vers zéro :

lim u, = 0.
n—0o0

Exemples 1.3.1.

< 1, L. o 1 1 .

. C0n51der0n§ola serlelznz1 cos(-). Comme cos( ) converge vers cos(0) = 1 #
0, la série >, ", cos(-) est divergente.

e Considérons la série >, sin(n). Comme la suite (sin(n)) n’est pas conver-
gente (et en particulier ne converge pas vers zéro), la série >, sin(n) est

divergente.[]

e La série harmonique > ° , L a pour terme général 1, ce qui converge vers
zéro. Alors, & partir du critére ci-dessus on ne peut pas décider si la série est
divergente ou convergente. Mais on a déja déterminé, a partir d’une autre
méthode, que la série est divergente.

Un autre critére qui est assez facile a vérifier, mais néanmoins trés utile, est
celui de la comparaison avec une autre série.

Critére 2 (Critére de comparaison). Soient (u,) et (v,) deux suites, avec

v, = 0 pour tout n.

o Si|u,| < v, et Y7 v, est convergente, on a qu'aussi Y, u, est absolu-
ment convergente, et

[e] [ee] [e]
2t < 2 fun] < 3 vn
n=0 n=0 n=0

¢ Si0 < v, < u, et X v, est divergente, on a qu'aussi >, _,u, est
divergente.

Exemple 1.3.2. Considérons la suite (u,),>2 avec u, = ﬁwﬁ On a que

2 2
- 2 N
vn—1+44/n 24/n

1
“on

5. Ce n’est pas si direct pour montrer que (sin(n)) est divergente, on utilise en fait que
7 est un nombre irrational. On admet donc ici plutot la divergence de (sin(n)).
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o0 1 . . A e8]
Comme » ", - est divergente, il en est de méme pour Y, .

On peut aussi formuler le critére d’une maniére plus quantitative.

Critére 2’ (Critére de comparaision, version quantitative). Soient (u,) et
(vn) deux suites, avec v, > 0 pour tout n.
e Silasuite (¥») est convergente (donc lim,,_,,, 2* = a pour un certain a € R)
n n
oo o0 )
et >, _, Un est convergente, alors Y "~ u, est absolument conver gengf.
. . Up, : Un
o Silasuite (3*) est convergente et lim,, o 1 = a avec a # 0, alors >} ° v,

est convergente si et seulement si >, u, est absolument convergente.

n2+1 n2+1

. n3+1° n3+17

tons v, = % On voit que = = 2317{, ce qui converge vers 1 quand n tend a
n

. . oo 0 . , . .
Vinfini. Comme » " v, = > | + est divergente (c’est la série harmonique),
+1

. 2 . . . LN
aussi Z;O:l =51 est divergente, par la deuxiéme partie de Critere 2’.|ﬂ

et no-

Exemple 1.3.3. Considérons la série >, Notons u,, =

Les deux critéres suivants sont trés utiles pour démontrer la convergence
absolue d’une série. Essentiellement, ils sont des raffinements du critere [I]
prenant en compte la rapidité de la convergence vers zéro de la suite.

Critére 3 (Critére de Cauchy). Soit (u,) une suite. Si
lim |un|% <1,

st 0
on a que la série )", u, converge absolument.

4 N 1 N
Attention!| Dans le cas ou lim |u,|» = 1, le critére reste muet! Par contre,
. 7. 1 ., , . .
si lim |u,|» > 1, on peut aisément démontrer qu’en fait lim |u,,| = 400, donc
3 [e 0] .
forcément ), ", u, diverge.

Exemples 1.3.4. ¢ Mettons u, = (—%)”7 une progression géomeétrique a

raison —%. Le critére de Cauchy nous dit que la série associée est conver-

. . N . N . s A L n?41

6. En fait, la conclusion qu’on peut faire a partir du critére est plutoét que >~ ey

n’est pas absolument convergente. Mais comme on voit directement que tous les termes
sont, positifs, convergence et convergence absolue ont le méme sens pour cette série.

7. Ici, on remplace lim avec lim sup si la limite n’existe pas.
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. 1/n . .
gente, comme lim |u, | = [(=3)"["" = ((3)") o 1, ce qui est stricte-
ment inférieur a 1. Evidemment, ici on sait méme évaluer la série, comme

on a que >~ (—1)" = ﬁ = 2/3.

N

e Mettons u,, = s——. Alors on a que

T
1
lim |u,|Y" = lim(——)""
n—o0 2n 4+ 3n
1
< li S \1/n
()
- 12<1,

. 4. e} . . .
donc aussi la série Y ' ﬁ est convergente, bien que ce soit mainte-

nant pas du tout clair comment déterminer plus explicitement la série

Y0 T
n=0 2ny3n"

e Mettons u, = +. On a que lim |u,| limﬁﬁ = 1. Du critére de Cau-
chy on peut donc rien conclure sur la convergence de la série harmonique

>y L (bien qu'on sache déja que cette série est divergente).

1/n _

Critére 4 (Critére de d’Alembert). Soit (u,) une suite. Si on peut trouver
une constante r < 1 (indépendant de n) telle que

|un+1| < r|un|

pour tout n suffisamment grand, alors la série >~ u, est absolument conver-
gente.

Nous insistons sur le fait que la borne r dans les énonceés est uniforme (donc
indépendante de n). En effet, si on sait seulement que |u, 1| < |u,| pour tous
les n, on ne peut conclure ni convergence, ni divergence (méme si la suite
tend vers zéro).

8. Est-ce que vous pouvez démontrer que la limite dans la premiére ligne existe ? Sug-
gestion : prendre la logarithme et appliquer la régle de ’'Hopital en remplacant n par In(x),
ou on laisse alors x tendre vers 'infini. En tout cas, ’existence de la limite méme n’est
pas trop importante ici, & cause de ’estimation dans la deuxiéme ligne.
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Mettons de nouveau ce critére dans une forme plus pratique.

Critére 4’ (Critére d’Alembert, version limite). Soit (u,) une suite.

Si u, # 0 pour n grand, et lim, . % existe avec lim,,_, % < 1, alors
n n

0
Do Un est absolument convergente.
De nouveau, si lim,,_,e % = 1, le critére reste muet. Si lim,,_,4 % > 1,
la série Y °  u, est divergente (comme la suite (u,) ne peut pas converger
vers zéro dans ce cas - exercice!).

Exemples 1.3.5. ¢ Considérons la suite (u, )nen, = (%)ﬂ On voit alors que

1
T i) o (n-1)..3-2-1
_ 1
S 2n-(n—1)-...-3-2-1

1
= §un pour n = 1.

Le critére de d’Alembert nous dit que la série Zfzo % est donc convergente.

e Pour un k € R} donné, considérons la suite

1

(Un)neny = (W)

La série associée est appelée une série de Riemann (ou série hyperharmo-
nique). Le cas k = 1 se réduit a la série harmonique.

On a que la suite (u,) est décroissante avec

1 1\*
quwzm( >=L

n—oo nk n—oo

9. On serappelle que n! =1-2-3-4-...-(n—1)-n, donc par exemple 4! = 1-2-3-4 = 24.
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ainsi que

_1 n k

n k .
lim@:hm< )zl.
n—0o0 F n—oo \ N + 1

On ne peut donc pas appliquer les critéres de Cauchy ou de d’Alembert
pour décider sur la convergence des séries.

Néanmoins, on peut se servir de la Proposition [4.3.1] et la divergence de la
série harmonique pour démontrer que la série de Riemann est divergente
sik<1.

Par contre, quand on a que £ > 1, la série est convergente : on a que, pour
n =2,

1 1 1 1
0< < (5 - ).
(n+ 1) "~ k—=1\nk1  (n+ 1)1
et la série téléscopique des termes a droite est convergente.m

Ezercice : Démontrer que Yo, # est convergente en utilisant une tech-

- . . . N . . Q0 .
nique similaire & celle de la démonstration que >~ , % diverge.

Finalement, nous considérons le critéere de Leibniz, qui nous donne de I'in-
formation sur la convergence d’une série qui n’est pas forcément absolument
convergente.

Critére 5 (Critére de Leibniz). Soit (u,) une suite alternante (a la fois po-
sitive et négative), telle que la suite |u,| est décroissante avec limite 0. Alors
la série Zf:o Uy est convergente.

Exemple 1.3.6. : Soit u,, = (—1)"%, donc

11 1
n) = 17__7_7__a""
() = (L g5~

10. Pour démontrer ’inégalité ci-dessus, notons d’abord qu’elle est équivalente, en mul-
k
tipliant les deux cotés avec (k — 1)(n + 1)¥, a I'inégalité k — 1 < (n+1)” _ (n+1) =

nk—
k k k—1
WH)#. Alors par le binome de Newton, on a (n+1)% = nf +knF~ 1+ (5)nk 2+, ..
k k k—1
Donc ("H)# =(k—1)+ (5)1 +..., o tous les termes restants sont positifs.
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On a que |u,| = %, donc c’est bien une suite décroissante (Juyr1| < |uql,
NPT 1 i
c’est-a-dire — < ). En plus, on a que hm = = 0. On peut donc appliquer

le critére de Lelbnlz qui nous dit que la série assomee est convergente. E Par
contre, comme la série harmonique n’est pas convergente, on voit que cette
série n’est pas absolument convergente.

1.4 Une inégalité importante

Si (uy) est une suite, quelle est ‘son ampleur’? Quand est-ce qu’'on peut
dire d’une suite qu’elle est grande, ou petite 7 Cette question n’admet pas de
réponse unique, et on pourrait fabriquer des millions de notions d’ampleur
pour les suites si on voudrait. Néanmoins, il y a certaines notions d’ampleur
qui s’avérent trés utiles, appelées des normes. Ici, on ne mentionne que les
trois normes suivantes.

e La norme uniforme : Si (u,) est une suite, on dénote

[ (tn) oo = sUP |,
n

et on lappelle la norme uniforme de la suite.E Par exemple, si (u,) =
(1) =(1,3,4,1..)), on a que la valeur maximale dans cette suite est 1,

n 19939 40
done [[(up)]lo = 1. Si (v,) = (1—%) = (0,4,2,3,...), on voit que la valeur
maximale sera ‘finalement’ 1, donc aussi [(v,)|| = 1.

e La norme ' (norme ‘ell 1’) : Si (u,) est une suite, on dénote

0

un Hl Z UTL|7

et on dit que c¢’est la norme de la suite en [!. Par exemple, la norme en [!

de la suite géométrique (un) = (57) est [(un)|1 = 250 o 57 = 721 = 2.
2

11. On peut montrer que >, ;(—1)"1 = —1In(2), ott In est le logarithme naturel.

12. Rappel : sup veut dire ‘borne supérieure’ d’un ensemble de nombres : c’est le nombre
le plus petit qu’on peut trouver qui est néanmoins plus grand que tous les nombres dans
I’ensemble.
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e La norme [* (norme ‘ell 2’) : Si (u,,) est une suite, on dénote

et on Pappelle la norme [? de (u,,). Par exemple, si on prend de nouveau la

| ()2 =

suite geométrique (u,) = (57), la norme en 1 est |(u,)[2 = /Dy 527 =

277,
Zoo 1 _ I _ 2
n=03" ~ A/T-I T U3

Ezxercice : Montrer que pour toute suite, on a ||(uy)|lew < [[(un)|1, et aussi
[ (un) oo < [ () |2-

al

La forme de la norme {? pourrait vous paraitre un peu bizarre. Eh bien, rien
autre pouvait étre plus naturel! En effet, considérons 'espace R? qui forme
un modéle idéalisé pour I'espace qui nous envelope. Les points p dans R? se
décrivent a 'aide d’un triple de nombre réels, disons p = (z,y, z). Supposons
maintenant que p = (x1,y1,21) et ¢ = (22, ¥ys, 22) sont deux points dans R3.
Quelle est la distance euclidienne d(p, ¢) entre les deux ? On sait bien que

d(p,q) = /(x2 — 21)> + (y2 — y1)? + (22 — 21)2

On voit bien que c’est de la méme forme que ci-dessus : une racine d’une
somme de carrés! La seule différence est que pour les suites, on a remplacé
une somme avec trois termes (pour R3) par une série contenant un nombre
infini de termes. On peut dire que I'espace des suites, avec la distance

d((un), (vn)) = (Z |vn — un|2> 5

n=0

est comme un espace euclidien avec un nombre infini de dimensions.m On
appelle un tel espace aussi un espace de Hilbert. Au lieu des axes principales
déterminés par les vecteurs de direction principale X = (1,0,0), Y = (0,1,0)
et Z = (0,0, 1), on a maintenant un nombre infini de directions principales,

13. En fait, on consideére ici seulement les suites (u,) avec |(un)|2 < ©
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données par les vecteurs principales X; = (1,0,0,0,...), X, = (0,1,0,0,...),
X3 =(0,0,1,0,...),...

Cette comparaison avec R3 nous meéne directement a des autres idées : est-ce
qu’on peut définir pour les suites des analogues du produit scalaire? On se
rappelle que dans R3, le produit scalaire entre deux vecteurs u = (uy, us, u3)
et v = (v1, v, v3) est donné parE

{u, v) = ugvy + UgVy + Ugvs3.
On a alors que
(u,v) = Jlulz [Jvfl2 cos(f),

ou 6 est 'angle formé entre u et v. En particulier, on a que |{u, v)| < |Jull2]jv]2.

En effet, ces notions ont aussi un sens pour les suites : si (u,) et (v,) sont
deux suites, on peut former leur produit scalaire

((un), () = 3

st I'expression a droite est bien définie. La proposition ci-dessous donne alors
une généralisation de l'inégalité ci-dessus.

Proposition 1.4.1 (Inégalité de Cauchy—Schwarz—BuniakovskyEI). Soient
(un) et (vy,) deuz suites. Supposons que |(uy)|2 et ||(vn)|2 sont bien définies
(donc < o). Alors {(uy), (v,)) est bien défini, et on a pour la valeur absolue
du produit scalaire que

[<Cun), (wn )] < [ (un)ll2 [(vn) ]2

.. Lo L. 0 2 o0] 2
Plus explzcztemegt st on a que les séries Y, [un|” et Do [un|” convergent,
alors la série Y, u,v, converge, et nous avons l'inégalité

e} es} e}
| > tnvn | < 0| O ) 4 [ O [onf?).
n=0 n=0 n=0

14. On écrit parfois aussi (v, w) = v - w, en anglais le ‘dot product’.

15. Pour les séries, cette inégalité doit étre attribuée & Cauchy. Buniakovsky, un étudiant
de Cauchy, a montré qu’une telle inégalité vaut aussi si on remplace suites par fonctions et
séries par intégrales. Finalement, Schwarz a montré que 'inégalité vaut dans le contexte
trés général d’espaces linéaires avec produit scalaire.
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Les espaces de Hilbert sont trés importants pour les applications en physique
et en chimie. En effet, un élément d’un espace de Hilbertm peut étre utilisé
pour d’écrire 'état (pure) d’une particule élémentaire comme un électron. On
peut ‘visualiser’ les directions principales comme les états dans laquelle une
particule se trouve dans une régime d’énergie fixée. On fera encore une bréve
allusion aux espaces de Hilbert quand nous traiterons ’analyse de Fourier
dans le chapitre [3

1.5 Suites et séries doubles

Au lieu de considérer des suites indexées par les nombres naturels, on peut
aussi considérer des suites indexées par... des couples de nombres naturels.
On peut dénoter ces suites comme (amn)myngo, et les représenter comme des
matrices (rectangles de nombres).

Exemple 1.5.1. Soit a,,, = m + 2n. On obtient la suite double

Qoo Qg1 Qo2 Qo3 0 2 4 6
aip Qi1 Q12 a3 1 3 5 7
Qonp Q921 Q92 A23 " | = 2 4 6 8
asp Q31 Q32 ass 35 79

De méme, on peut évidemment prendre les séries doubles associées... Evidem-
ment 7 Pas complétement : dans quel ordre est-ce qu’on prendra la somme ?
Est-ce qu’on somme d’abord verticalement, et alors horizontalement, donc
quelque chose comme Z;O:O 22:0 amn? Ou est-ce qu’on somme d’abord
horizontalement et aprés verticalement, comme dans 22:0 Z:):o G 7 O
est-ce qu’on prend toute une autre maniére d’additionner la série double, par
exemple en prenant la limite de 30 _ S 4, en laissant N tendre vers
I'infini 7 Les réponses qu’on obtient ne sont pas toujours les mémes, comme
illustré par 'exemple suivant.

16. Plutot, on utilise les espaces de Hilbert complexes, c¢’est-a-dire on admit que les
valeurs u,, des suites sont des nombres complexes.
17. Dans cette notation, on commence avec la sommation > qui est la plus & droite.
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Exemple 1.5.2.

Chapitre 1. Séries numériques

Counsidérons la suite double

Qoo Qg1 Qo2 Qo3 1 -1 0 0
aip ai1 ai2 Qi3 0 1 -1 0
Qo0 A21 A22 (23 —10 0 I -1
asp Q31 Q32 0 0 0 1

Si on somme d’abord les lignes, on obtient la suite constante (0,0,0,0,...),
et donc Zi:o Zf:o amn = 0. Par contre, si on somme d’abord les colonnes,
on obtient la suite (1,0,0,0,...), et donc Y. > @, = 1.

Néanmoins, il y a une situation assez importante ot l'ordre de sommation
n’a aucune importance.

Theoréme 1.5.3 (Théoréme de Fubini pour les séries doubles). Soit (amn)m.n
une suite double, et supposons qu’une des deuz séries doubles > _ > ||

ou D o 30 o lamn| converge. Alors 3 30 Gumn €63 o Do _o Qmn COMVETgENL,

et

0 a0 oo 0

PIDICTEDIPIT

m=0n=0 n=0m=0
En fait, on peut prendre ici la sommation des valeurs dans n’importe quel
ordre, et on arrivera toujours a la méme réponse.

En particulier, ce théoréme s’applique quand tous les a,,, sont positives, et
dans ce czzos on o[;eut aussi conclure que Y "> am, diverge si et seule-

. . . )
ment si ), " oD, Gmn diverge. On met cette observation dans la forme d’un
slogan.

’SI ON EST POSITIF, TOUT VA BIEN!




Chapitre 2

Séries entiéres

Dans le premier chapitre, nous avons étudié des séries numériques, c’est-a-
dire des séries ou les termes étaient des nombres. Mais on peut aussi former
des séries avec des fonctions comme termes. Dans les deux chapitres suivants,
nous allons étudier deux types de séries ou le terme général est une fonction
d’un type trés particulier. Dans le chapitre présent, nous étudions les séries
de fonctions ou le n® terme dépend seulement de la n® puissance de la va-
riable. Dans le troisiéme chapitre, nous étudions une autre classe de fonctions
otl les termes sont construits de fonctions trigonométriques.

2.1 Suites de fonctions

On a vu dans le premier chapitre la notion de suite de nombres. On peut
également définir des suites d’autres objets, comme des fonctionsE] : disons

(fn) = (f1s fo, f3, fas )
ou par exemple fi(z) = z* + 1, fo(z) = sin(z), f3(z) = —=, fi(z) =€, .. ..

Dans ce contexte plus élaboré, ce n’est par contre plus suffisant d’avoir une
seule notion de convergence. En effet, pour les applications on a besoin de tout

1. On suppose pour une suite de fonctions qu’elles ont tous le méme domaine de défi-
nition.

25
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un zoo de notions d’approximation pour les fonctions. Enoncgons-en quelques-
unes.

o Convergence simple : Pour tout z, on a que lim,_,, f,(z) = f(x), ou, écrit
d’une autre facon, lim,, o |f(x) — f.(x)| = 0 pour tout x.

o Convergence uniforme : lim,_,o sup, | f(z) — fu(x)] = 0.
o Convergence en L' : lim, o, {|f(z) — fu(z)|dz = 0.

o Convergence en L* : lim, o {|f(2) — fu(2)]*dz = 0.

Dans ces notes, on travaillera surtout avec la convergence simple. La conver-
gence uniforme et la convergence en L2 feront des ‘cameos’, mais on ne les
traitera pas en détail. Pourtant, ils sont trés importantes. La convergence en
L% par exemple méne (de nouveau, voir Section a la notion de ‘espace
de Hilbert’, notion fondamentale dans la mécanique quantique. On en dira
un petit peu plus dans le chapitre sur les séries de Fourier.

Remarque 2.1.1. La convergence uniforme est (beaucoup) plus forte que
la convergence simple : si f,, — f uniformément, on a forcément que f, — f
simplement. Par contre, si f,, — f simplement, on n’a pas forcément que
fn — f uniformément, mais dans ce cas il n’y a que deux possibilités : ou
bien f,, — f uniformément, ou bien f,, ne converge pas du tout uniformément.

Exemples 2.1.2. 1. Considérons la suite de fonctions (f,,),>1 sur R ou
fulz) = m;ng On a que f, converge uniformément vers la fonction
constante f(x) = 0. En effet, on a que sup,, |f.(z)—f(x)| = sup, | fn(x)| =
n%, ce qui tend vers zéro quand n tend vers I'infini. Automatiquement,

on a donc que f, tend vers f simplement.

2. Considérons la suite de fonctions g, ou g,(z) = e @ ™. Si on met de

nouveau g(z) = 0, on a que g, — g(x) simplement. En effet, pour tout

2. Rappel : sup veut dire ‘borne supérieure’ d’un ensemble de nombres : c’est le nombre
le plus petit qu’on peut trouver qui est néanmoins plus grand que tous les nombres dans
I’ensemble. sup,, veut dire qu’on considére la borne supérieure par rapport a la variable z,
en laissant tous les autres variables (comme par exemple n) constantes.
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x,on a

lim 6—(w—n)2 —(z—limp— o n)? _ 6—(ac—oo)2
n—00

e
= e =0.
Par contre, g, ne converge pas uniformément a g, comme

sup |gn(x) - g(:l:)| = Sup |97L(I)| = |gn(n)| =1

2.2 Séries de fonctions

Une fois qu’on a la notion de suite de fonctions a notre disposition, il n’y a
aucune difficulté & définir la notion de série de fonctions. Comme pour les
séries numeériques, on fera une distinction entre les séries formelles (associées
a une suite de fonctions) et les séries proprement dites. Comme pour les
suites, on doit aussi spécifier le type de convergence qu’on utilise. Pour la
convergence simple, la notion suivante est utile.

Définition 2.2.1. Soit (f,)n=1 une suite de fonctions, et >, f, la série
formelle associée. On appellera domaine de définition de la série formelle
Uensemble des x telle que la série >, | fn(z) converge.

Sur le domaine de définition, on peut donc définir la fonction z — > f.(z).

Exemple 2.2.2. Soit X" la fonction telle que X™(z) = 2", et considérons
la série formelle associée Zf:o X"™. Par Exercice , on sait que pour X
remplacé par un réel = choisi, cette série convergera si et seulement si —1 <
x < 1, et alors on obtient la fonction associée

o0 o0 1
Z;]X";(—LnaR, anZ:]Oxnz —

Dans la suite, on rencontrera deux types de séries de fonctions spéciales :
les séries entieres et les séries de Fourier. Ce qui leur rend distincts est que
chaque fonction f,, est d’un type trés particulier : un multiple de la fonction
x — 2" pour les séries entiéres, et un multiple d’une fonction z — sin(nz) ou
x> cos(nz) pour les séries de Fourier. A cause de leur forme trés particuliére,
on peut dire beaucoup plus sur les propriétés de ces fonctions (notamment
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par rapport a leur convergence par exemple), et on en dira quelque chose
dans les sections & venir.

2.3 Séries entiéres formelles

Répétons que X" dénote la fonction z — x™.

Définition 2.3.1. Soit (an)n=0 une suite. On appelle série entiére de terme
général a, la série formelle définie par

o0}
f= Z a X"
n=0

On appelle aussi [ la série génératrice associée a la suite (ay).

Les séries formelles ne forment pas des objets isolés : on peut les faire inter-
agir I'un avec I'autre. Par exemple, on peut prendre 'addition de deux séries
formelles, ce qui correspond & prendre la somme de leurs suites correspon-
dantes :

(i anX”> - (i an”> = i(an + b)) X"

On peut aussi prendre le produit de deux séries formelles :E]

() (5r) £ (5 )

Pour mieux comprendre la formule pour ce produit, considérons seulement

3. Si (ay) et (by,) sont deux suites, la suite des nombres (ZZ=O akbn—k)n=0 est appelée
leur produit de Cauchy.
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les premiers termes et calculons le produit ‘évident’.

distributivité

regrouper

(ap + a1 X + asX? + .. )(bg + b1 X + by X? +..))
Cbobo +CL0b1X+CL()bQX2 + ... +(I1Xb0+a1Xle

+CL1Xb2X2 + ...+ a2X2bo + a2X2le + a2X2b2X2 + ...+ ...

aobo + (a0b1 + albo)X + (Gobg + a1b1 + a2b0)X2 + ...

(S« (oo ) = (Som e

k=0 k=0 k=0
e @] n
n=0 \k=0

Ces opérations satisfont alors les régles usuelles : commutativité et associati-
vité, distributivité de la multiplication sur 'addition, ... On dit que les séries
entiéres formelles forment un anneau commutatif.

Exemples 2.3.2. e On a déja rencontré la série formelle Y~ X™ dans la
derniére section. Ici, on a a,, = 1 pour tout n.

e Les polynomes sont des séries entiéres formelles d’un type particulier : on
a alors que a, = 0 si n = N pour un certain N donné. Par example, le
polynéme X2 + 3X + 2 est une série entiére formelle avec ay = 2, a; = 3,
ara=1letag=a4=...=0.

Attention ! | Pour les polynoémes, la croissance des monomes est d’habi-

tude de droite a gauche, pendant que pour les séries, on a la convention de
prendre la croissance des monomes de gauche a droite! Donc le polynéme
ci-dessus, écrit en forme de série ‘standard’, est plutot 2 + 3X + X2.)

e En particulier, la série qui définit la fonction constante 1 (donc ag = 1 et
a, = 0 pour n > 0) est une unité pour la multiplication : 1f = f = f1.

Question :

Quand est-ce qu’'une série entiére formelle f admet un inverse,
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c’est-a-dire quand est-ce qu’il existe une série formelle g telle que fg =17

Réponse : Si et seulement si le terme constant ag de f n’est pas nul.

En effet, dans ce cas nous pouvons récursivement définir ¢g. Si on met g =
bo + b1 X + b, X%+ ..., on voit, en regardant la loi de multiplication pour les
séries entiéres, qu’on veut

1 = aobg (0)
= aobl + albo (1)
0 = Clobg + a1b1 + a2b0 (2)

Comme ag # 0, on voit que I’équation (0) admet une solution pour by, notam-
ment by = % En mettant cette valeur dans 1’équation (1), on peut résoudre
pour b; (de nouveau comme ay # 0!). En remplacant le by et by par les va-
leurs obtenues dans (2) on peut résoudre pour by, et ainsi de suite.

Exemple 2.3.3. Le polynome 1 — X a le terme constant 1, donc il doit
admettre une série entiére formelle inverse. On prétend que c’est la série
> o X" En effet,

(1—X)iX"

= I-X)1+X+X*+X%+..)

o= (=X (1= X)X+ (1= X)X+ (1= X)X+
= - X+X-X+ X2 - X+ X° - X"+ ...
= 1.

FErercice :

Montrer que pour a,b avec a,b # 0, on a que l'inverse de f = aX + b est
donné par g = Y, (=1 (—%)"") X". (Suggestion : essayez de réduire au
cas précédent.)

Les séries formelles peuvent étre des outils assez puissants en combinatoire.
Plus précisément, si les a,, satisfont une relation de récurrence, on peut sou-
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vent trouver une loi algébrique qui est satisfaite pour les séries génératrices as-
sociées. A partir de cette loi, on obtient plus d’informations sur les a,,, comme
par exemple des formules fermées. Illustrons ce principe avec ’exemple de la
suite de Fibonacci, voir Exercice |1.1.2]

Exemple 2.3.4. Prenons la suite de Fibonacci (F),). Soit F' = > F, X"
Alors on a

(e8] o8]
F=)FX" = 1+X+ ) FX"

n=0 n=2

o8]
= 14+ X+ ) FpX"
n=0

o8]
= 1+ X+ ) (Fppr + F)X™
n=0

o0 o0
= 1+ X+ ) Fp X"+ ) F X2

n=0 n=0

[ee] o8]
= 1+ ) F X" 4 Y F,X"

n=—1 n=0

o o0
= 1+ ) FX"4 Y FX"

n:OOO n=0 .
- 1+XZFnX”+X22FnX”

= 1+ XF+ X?F.
On a donc obtenu que F =1+ XF + X?F, ou bien
1-X—-XHF =1.

Donc F est 'inverse du polynoéme 1 — X — X2 comme série formelle.

Mais on peut bien déterminer cette inverse aussi d’une autre maniére. En
effet, on se rappelle que si aX? + bX + ¢ est un polynome (avec a # 0), il

admet (en général) deux racines (complexes), les nombres z, = %ﬁ et
T_ = _b;(;@, ou D = b? — 4ac. On peut alors décomposer aX? 4+ bX + ¢ =
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a(X —z)(X —x_), et on vérifie que, si xy # z_, on a

I Ye.—o) Ya@.o—z) IND  IND

aX2+bX +c  a(X —z,) a(X—2) (X—-zy) X-—-z)

Dans le cas de notre polynéme, on a que le discriminant D de 1 — X — X2 =
—X? — X +1est D = 5. Cela nous méne aux racines x, = —%‘F’ et

r_ = _%g. On obtient donc que

1 1/v/5 1/v/5

I-X-X? x4l06 x4 1=

En utilisant 'exercice précédent, on peut simplifier
1
1-X—X?
1/v/5 1/v/5

1 e ) 9 n+1 1 o) 2 n+1
L
5 1++/5 N 1-+5

Bl s ) )

En observant que

F —

e

2 201-=+5) 1-45
1+v5  (1+v5)(1—+v5) 2

2 _ — —%5, on peut simplifier une derniére fois pour obtenir

et de méme —
finalement que

& 1 /1=v5\""" 1 1B\ o,
F=>|-— +— X"
n=0 \/5 2 \/g 2
On obtient donc le résultat (surprenant ?) que

O CoN

Ezercice : Vérifier que la formule vaut pour les 4 premiers termes de la suite
de Fibonacci.

S
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2.4 Séries entiéres comme fonctions

Jusqu’ici, on a traité les séries entiéres formelles. Disons maintenant quelque
chose sur leur domaine de définition : si f = ZZO:O a, X", pour quels nombres
z est-ce que la série (numérique) f(z) = > a,z"™ est bien définie, c’est-
a-dire convergente ? Ce probléme a une résolution assez concréte : on peut
montrer que soit la série est convergente pour tous x, soit il existe un nombre
R > 0, uniquement déterminé, tel que f(z) converge si |z| < R et diverge
si |x| > R. Dans ce cas-1a, on peut par contre rien dire (en général) sur le
comportement des z avec |z| = R. La définition suivante baptisera le nombre
R.

Définition 2.4.1. Soit f =" ,a,X" une série entiere formelle. Le rayon
de convergence R de f, ot R € [0, +o0], est la seule valeur telle que Y a,a”
est convergente pour tout x avec |x| < R, et divergente pour tout x avec
|z| > R.

Exemple 2.4.2. Regardons de nouveau la série géométrique Y, X™. On
a déja déterminé dans 'exemple [2.2.2| que cette série converge si on prend
X = x avec |z| < 1, et diverge pour X = z avec |x| > 1. Le rayon de
convergence dans ce cas est alors R = 1.

Dans beaucoup de cas, on peut directement déterminer R, en se basant sur
les critéres de convergence de Cauchy et de d’Alembert.

Proposition 2.4.3. Soit f = Y"  a, X" une série entiére formelle.

Si lim {/|a,| existe, alors
1

lim /]an]

De méme, si lim ‘a—”|‘ existe, alors

|an+1

R =1lim 2]

|an+1y

Remarque 2.4.4. En fait, on peut donner une expression pour R qui est

toujours vraie,
1

R= .
lim sup{{/|an|,n € N}
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Exemple 2.4.5. Considérons la série entiére
o6}
Xn
f=25
n=1
Comme lim,, ,,, /n = 1, on a que R = 1. Donc f(x) est convergente si
|z| < 1 et divergente si |x| > 1. Cependant, nous avons vu dans le chapitre
précédent que f(1) est divergente, pendant que f(—1) est convergente (par

le critére de Leibniz). Le domaine de convergence de notre série entiére est
donc 'intervalle semi-ouvert [—1,1).

Ezercice : Quel est le rayon de convergence d’un polynoéme (quelconque) ?

2.5 Dérivées de séries entiéres, série de Taylor

Les fonctions définies par les séries entiéres sont trés réguliéres.

Proposition 2.5.1. Soit >, a, X" une série entiére avec rayon de conver-
gence R > 0. Alors la fonction f(z) = Y," ,a,z™ sur (—R, R) est dérivable,
sa dérivée étant donnée par

fa) -

na,x™
)

e}
n=1
e 6}

Z (n+ Daj12™.

n=0

En fait, rien nous empéche de définir I'opération ‘prendre la dérivée’ pour les
L. N . '] , N

séries entiéres formelles. Si f = >, ", a,X™ est une série entiére formelle, on
A . st 2 0 — .

définit sa dérivée comme f' = >  na,X" . Convainquez-vous que c’est

une définition trés raisonnable, en considérant la proposition ci-dessus!

On peut maintenant préciser un peu la proposition ci-dessus, qui nous ga-
rantit qu’il n’y a pas de conflit de notation.

Proposition 2.5.2. Soit f une série entiére avec rayon de convergence R >
0. Alors la série entiére formelle f' a le méme rayon de convergence, et f'(x)
coincide avec la dérivée de la fonction f dans le point x € (—R, R).
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Exemples 2.5.3. ¢ Considérons la série entiére f = > "_, %X”. Alors ' =
S Xl =3" X" = L. A laide de la forme d’Alembertienne pour
R dans Proposition 2.4.3] on peut vérifier directement que le rayon de
convergence de f est 1. Donc pour —1 < x < 1, on obtient que f'(x) = ﬁ
Cela implique que nécessairement f(z) = —In(1 — x) pour —1 <z < 1.

e Nous voulons déterminer la série entiére formelle de ﬁ On observe

que ﬁ est la dérivée de ﬁ Donc

1
(1—-X)?

Le raisonnement ci-dessus s’applique évidemment de nouveau a f’, et on
obtient la deuziéme dérivée f”. Evidemment, on peut continuer ce processus,
et la proposition suivante donne une version plus générale de la proposition

251

Proposition 2.5.4. Soit f = Zf:o a,x" une série entiere avec rayon de
convergence R > 0. Soit f(x) = Y, ana™ sur (—R, R). Alors f est dérivable
a tous les ordres, avec la k¢ dérivée donnée parlﬂ

nin—1)...(n—k+ 1)az"*

L

fPx) =

k

(n + k)!
n!

I
8

n
An4k .

Il
o

n

4. Faites attention au premier indice dans ces séries!
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Remarque 2.5.5. On voit alors que les coefficients a,, d’une série entiére
s’expriment en fonction de ses dérivées (si le rayon de convergence est plus
grand que 0) :

)

n!

Qn

Supposons maintenant que f est une fonction arbitraire. On voudrait savoir
si on peut décrire f a l'aide d’une série entiére, disons localement autour de
0. Cela serait trés utile de savoir, comme les séries entiéres se comportent trés
bien, étant des ‘polynémes généralisés’. Au moins, il faudrait avoir alors que f
est dérivable a tous les ordres en zéro, comme cela vaut pour les séries entiéres
comme le dit la proposition [2.5.4] Dans ce cas-1a, on peut certainement lier
une série entiére & f, méme si le rapport entre la fonction et la série n’est
pas encore clair & cet instant.

Définition 2.5.6. Soit f une fonction qui est dérivable a tout ordre en 0.

st 3 \ s o8] < P .
La série de Taylor associée a f est la série fr =>,"  a, X" ot a, est défini

£ (0) "
par a, = —=

Pour comparer f avec sa série de Taylor associée, la formule suivante est
indispensable.

Proposition 2.5.7. Soit f une fonction qui est dérivable a tout ordre sur un

intervalle (—R, R). Soit fr la k-iéme somme partielle de sa série de Taylor

.. s g k \ (m) (0
associée, c’ést-a-dire fr(X) =Y, _oa, X" 0l de nouveau a,, = fT,() Alors

|x|k+1

[f(@) = fra(@)| < sup  {[fED ()

y entre 0 et x (/{34—1)'

Si on veut donc savoir si (et comment) 'approximation fr de f s’approche
effectivement de f, il faut qu'on controle de quelque sorte la croissance des
dérivées autour de f.

Exemples 2.5.8. ¢ Considérons la fonction exponentielle f = Exp, ot Exp :

x — e”. On sait que Exp’ = Exp et Exp(0) = 1. Par récurrence, on obtient

. - . Exp(™(0) 1
que les coefficients de la série de Taylor associée sont a,, = ——— =

n! n!’
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donc on obtient Expp = Y.,7 %X”. On a alors que pour k£ >0

|[E|k+1
Exp(x) — Ex r) < su Ex —_—
[Bxp(e) ~ Bxpra(e)] < swp (B} gy
Eap(|z])]z]**
(k+1)! 7
comme Exp est une fonction croissante. Alors pour = fizé€, on a que
] |x|k+1
l _—
AP TI

(Exercise!). On obtient donc que pour tout z, la fonction Exp est égale a

sa série de Taylor associée.
e Considérons la fonction f qui envoie z & Exp(—-5) = e . Siz =0, on
définit f(0) = 0. Par récurrence, on peut montrer que f admet des dérivées
de tout ordre : la k-iéme dérivée est de la forme f*)(z) = Px’“T(,f)e*% ou Py
est un polynéme, et ou la valeur en 0 est défini comme 0. (Convainquez-
vous que ces fonctions sont bien continues et dérivables!) En particulier,
on voit( )que tous les termes a, dans la série de Taylor associée sont 0,

f(0)

ay, = ~—5— = 0. Donc a part de z = 0, la fonction f n’est nul part égale a

sa série de Taylor associée, comme f(z) # 0 pour x # 0.

2.6 Comportement sur le bord

Une fois qu’on a déterminé le rayon de convergence R d’une série entiére, en
connait complétement la convergence/divergence de la série pour les valeurs
xr # Roux # —R. Par contre, la convergence/divergence de la série pour z =
R et x = — R est une chose assez subtile a déterminer! On peut considérer ces
points comme des points critiques qui séparent deux régimes - juste comme
0 degrés est le point critique qui sépare la glace de I'eau.

Néanmoins, le comportement sur le bord a quand méme une propriété qui
compense ses défauts : si on sait (de n’importe quelle maniére) que la série
converge dans un des deux points critiques, alors on peut déterminer la limite
de la série en termes des valeurs de la série dans la zone non-critique. [.’énoncé
exact est comme suit.
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Theoréme 2.6.1 (Théoréme d’Abel). Supposons que f = Y~ a, X" est
une série entiere, et R son rayon de convergence. Supposons que Zf:o a, R"
converge. Alors lime(x) existe, et est égale a >, a,R".

x
z<R

De méme, si >, jan(—R)" converge, on a que lim Rf(:z:) existe, et est
T — —
x>—R

égale a Y, an(—R)".

Formulé autrement, le théoréme dit que, si notre série formelle est conver-
gente au point R, on peut étendre f (d’une maniére unique) a une fonction
continue sur (—R, R].

Exemple 2.6.2. Considérons la série entiere f = > | #X”. On sait
que cette série a rayon de convergence R = 1, et on a aussi déterminé que
f(z) = In(1—=x) pour tout —1 < x < 1. Alors si on regarde la valeur x = 1, on
sail que Zle EO ot convergente par le critére de Leibniz. Le théoréme

d’Abel nous garantit alors que

@ _1n+1 © _1n+1
O e

n=1 n rol n=1 n
= lin% In(z + 1) = In(2)

De nouveau, ce théoréme nous garantit en quelque sorte qu’il n’y a pas d’am-
biguité en mélant les notations pour les séries entiéres formelles et les fonc-
tions associées.

Attention ! | Pour que le théoréme d’Abel soit vrai, il est nécessaire qu’on sait

déja que Y a, R™ converge! Si on ne sait pas que Y, _, a,R" converge, on
n’a pas le droit de 'appliquer!

En effet, considérons la série géométrique

1 e¢]
1+X Z;)(_X>n'

Le rayon de convergence de cette série est R = 1. Donc en mettant cette
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valeur dans la série, on obtient la série divergente

0

D) =1-141-1+1—-1+...,

n=0
la série de Grandi. Par contre, si on prend 0 < x < 1, on a que la série
numérique », - (—x)" converge, avec

> . 1
Z(—x) 1+

n=0

et si x tend vers 1, on arrive a la valeur % Si on pourrait appliquer le théoréme
d’Abel dans ce cas, cela ménerait a la conclusion que...

1
1—1+1—1+1—1+...=§.

J'espére que vous étes d’accord que c’est un résultat un peu absurde, bien
qu’on pourrait construire un argument pour le justifier (les valeurs fluctuent
entre 0 et 1, donc ‘en moyenne’ la valeur est 1/2). En tout cas, cela montre
clairement que la théorie des séries est assez subtile !E]

Au bout de compte, pourquoi résister a 'impulse mathématique d’accepter
tout phénomeéne bizarre et de le rendre en définition ?

Définition 2.6.3. Soit Y.~  a, une série formelle. On dit que >,  a,
converge dans le sens d’Abel si Zf:o a,x" converge pour tout 0 < x < 1,
et lim,_,; Zf:o a,x" existe. On note alors

o0 o0
A— Z a, = lim Z a,x".
rx—1
n=0 < n=0

Le théoréme d’Abel nous dit alors que si >, ,a, converge (dans le sens
normal), il converge aussi dans le sens d’Abel, et

0 0
1-Ya=Sa
n=0 n=0

Par contre, 'exemple ci-dessus montre qu'une série peut converger dans le
sens d’Abel, méme si elle ne converge pas dans le sens normal.

5. "Les séries divergentes sont le travail du diable, et c’est honteux qu’on fond des
démonstrations sur elles. On peut arriver & n’importe quoi en les utilisant, et c’est elles
qui ont crée tant de malheur et tant de paradoxes." (Niels Henrik Abel, 1826)
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2.7 Somme et produit de séries entiéres

On a déja vu comment additionner et multiplier les séries formelles. Qu’est-
ce qu'on peut dire alors des rayons de convergence associés & la somme et au
produit 7

Proposition 2.7.1. Soit f et g deur séries entiéres, avec rayons de conver-
gence respectifs Ry, Ry et Ryy,. Soit Ry., le rayon de convergence de leur
somme.

Dans le cas ou Ry # Ry, on a que

Ry, = min{Ry, R,}.

Si par contre Ry = Ry = R, on peut en général seulement dire que Ry.y > R.

Exemples 2.7.2. o Soit f =>" X" et g=—f=>" —X". Alors les
rayons de convergence de f et g sont Ry = R, = 1. Par contre, f 4+ g = 0,
ce qui a rayon de convergence Ry, = +00.

e Soit f=>" X" etg=>3" (=X)"=>",(=1)"X". De nouveau, les
rayons de convergence de f et g sont Ry = R, = 1. Par contre, maintenant
onaf+g=2>",X? eton trouve que Ry, = 1.

Passons au produit.

Proposition 2.7.3. Soit [ et g deux séries entiéres formelles, avec rayons
de convergence respectifs Ry et Ry. Alors le rayon de convergence Ry, de leur
produit satisfait

R, > min{Ry, R,}.
En plus, si |z| < min{R¢, R;}, on a que
(f-9)(x) = f(z)g(x).
La derniére partie de la proposition précédente nous dit que le produit de

deux séries entiéres correspond précisément au produit des fonctions corres-
pondantes si elles sont tous les deux bien définies en .
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Exemples 2.7.4. o Soit f = > 7 X" et g = 0. Alors fg = 0, et on a
+00 = Ry, = min{Ry, R,} = min{l, +oo} = 1.

o Soit f =3 (n+1)X" = g5y, et g=1—X. Alors By = 1, Ry = +c0,
mais fg = % = >, X" arayon de convergence 1. En tout cas, on voit
que de nouveau 1 = Ry, > min{R;, R;} = min{l, + o0} = 1.

e Comme dernier exemple, prenons

1+X
1-X

f =
= (1+X)§JX”

a0
= 1+ ) 2X",
n=1
et
1-X
1+X

v}

= (1= X) Y (-1x

n=0

e}
= 1+ > 2(-1)"X".
n=1

Alors Ry = R, = 1, pendant que fg = 1 donc Ry; = 400. Néanmoins,
I'inégalité +o0 = Ry, = min{Ry, R;} = min{l, 1} = 1 est de nouveau
satisfait.

2.8 Exemples de séries entiéres

Dans cette section, nous considérons quelques séries entiéres particuliéres qui
sont assez importantes a connaitre. Les fonctions associées correspondront &
des fonctions qui vous sont déja connues, au moins intuitivement. Les formes
entiéres associées sont cependant utiles pour démontrer certaines propriétés.
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2.8.1 Fonction exponentielle

Considérons la suite .
(an) = (a)neNa

ol nous nous rappelons que
nl=1-2-3-4-...-(n—=2)-(n—1)-n.

Le rayon de convergence de la série entiére associée > %X" est oo, en
utilisant par exemple la version d’Alembert de Proposition [2.4.3]

1

lim 2] = lim T
n—o0 |an+1| n—o0 m
!
= lim —(n+ )
n—o !
= limn+1
n—o0
= +4oo.

Nous obtenons donc une fonction sur R, appelée fonction exponentielle :

1
eXp:R—ﬁR:x—»ng”.

neN

Cela est la maniére la plus économique pour introduire la fonction exponen-
tielle, mais, comme souvent dans les mathématiques, cette définition séche
cache un peu l'intuition.

Nous avons les propriétés suivantes de la fonction exponentielle :
exp (z+y) = expz - expy, (2.1)
exp0 = 1. (2.2)

La deuxiéme propriété se démontre facilement en utilisant le Théoréme [5.1.2]
le théoréme de Fubini : comme, pour chaque z,y € R, les séries numériques
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FIGURE 2.1 — Graphe de exp

Convergent absolument, nous avons

Yoo G €6 2o b

n=0 n'
exp(z)exp(y) = (D] E)(Z )
k=0 =0
0 n m nfm
duit Z Z :E_l )l)
dgrgatlltlhy n=0 m=0 m: :
0
1 n!
= Z _( Imyn—m)
ol ml(n —m)!
0
1
bin?me Z n_(x + y)
de Newton n=0
= el +y).

Nous nous rappelons que le nombre
o 1
e=expl = Z ]
n=0

est appelé nombre de Fuler. Rappelons-nous aussi que pour tout x > 0
, . 1

= {/z™. De I'équation , on

0 et n > 0, nous pouvons définir z» :

déduit alors que
expq = e
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pour ¢ € Q. Alors on définit en général
e’ :=expa, pour a € R.
Plus tard, nous verrons comment nous pouvons remplacer e par quelconque
x> 0.
La fonction exponentielle se caractérise aussi par le fait que cette fonction
est égale a sa propre dérivée :
exp’(z) = exp(x).

Aussi cette propriété est immédiate en utilisant la définition par série entiére :
en utilisant Proposition [2.5.1] on obtient

o0
exp’(z) = Z%x”’l

Remarquons finalement que la fonction exponentielle est croissante, et qu’elle
induit une bijection entre R et Ry .

2.8.2 Fonctions trigonométriques

Les fonctions cos et sin, le cosinus et sinus, sont définies comme suit :

n

c —1 2n
cos(x) = Z ((273! Tl

n=0

: = —1)" 2n+1
sin(x) = Z (Q(n—)x :

o +1)!
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FIGURE 2.2 — Graphe de sin FIGURE 2.3 — Graphe de cos

Les définitions par séries entiéres nous permettent de calculer sans difficultés
les formules suivantes pour les dérivées de sin et cos, naturellement bien
connues :

cos'(z) = —sin(z) sin’(z) = cos(x).

On a que cos et sin sont des fonctions périodiques avec période 27 : pour tout
r € R, on a que

cos(x + 2m) = cos(x), sin(x + 27) = sin(x).

Cette périodicité n’est par contre pas trés facile a vérifier directement de la
forme en série entiére.

Les fonctions cos et sin ne sont pas ‘indépendantes’ I'une de l'autre. Elles
satisfont la relation fonctionelle suivante : pour tout z € R, on a que

cos(z)? + sin(z)? = 1.

En plus, on a que
) s
cos(x) = sin(z + 5)

Nous étudierons les fonctions périodiques générales en plus de détail dans
le troisiéme chapitre, mais finissons avec la remarque suivant. Nous avons la



46 Chapitre 2. Séries entiéres

relation suivante entre les fonctions trigonométriques et la fonction exponen-
tielle :

exp(iz) = cos(x) + isin(x) (Formule d’Euler).
Ici, on utilise le nombre imaginaire 7, qui satisfait la loi 7> = —1 (mais avec
lequel on peut pour le reste calculer comme avec n’importe quel nombre réel).
En particulier, on obtient pour x = 7 I'identité fameuse d’Euler

e = —1.

FExercice : Montrer la formule d’Euler en utilisant les séries entiéres associées.
(Evidemment, cette démonstration cache un peu la majesté et la profondeur
de la formule!)

De la formule d’Euler, on peut aussi aisément déduire les formules suivantes
qui expriment cos et sin en termes de exp :

cos(x) = %(em—i—em) (2.3)
sin(z) = %(e”—e‘””). (2.4)

2.8.3 Fonctions hyperboliques

Les fonctions cosh et sinh, le cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique, par-
fois notées aussi ch est sh, sont définies comme suit :

cosh(x) = Z ——x"

— (2n)!
. S 1 2n+1
sinh(z) = nzzo mx :
Ezercice : Montrer que
cosh(x) = cre” et sinh(z) = coe”

2 2

Le graphe de la fonction cosh est connue comme une chainette : & part une
reparamétrisation, c’est la forme que prend une chaine suspendue de masse
homogeéne (en supposant que la force de gravité est aussi uniforme).
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2.8 Exemples de séries entiéres

FIGURE 2.4 — Graphe de cosh FIGURE 2.5 — Graphe de sinh

2.8.4 Fonction logarithmique

La fonction logarithmique est définie comme la fonction inverse de la fonction

exponentielle. Cela veut dire que

exp (In(z)) =z pour tout z € R,
In(exp(x)) =z pour tout z € R.

FIGURE 2.6 — Graphe de In

Alors on peut définir, pour a > 0,

T

a® = 61n(a)m ]
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Counsidérons maintenant la suite

(..

Nous calculons, avec le critére de d’Alembert, que le rayon de convergence
est 1.

Proposition 2.8.1. Pour tout x € (—1,1), on a que
e} _
(_1)n 1
In(1+2x) = —a".
n(l + z) nzl S

Démonstration. On a exp(In(x)) = x. En prenant la dérivée avec 'aide de la
régle de la chainel!|, on obtient exp’(In(xz)) In'(z) = 1. Comme exp’ = exp, on

obtient z1n'(x) = 1, donc

1
In'(x) = —.
x

Si donc h(x) = In(xz + 1) pour x € (—1,400), nous avons que

1

Wi(w) = r+1

Mais pour z € (-1, 1), nous pouvons développer —= en série entiere :

I 1
r+1 11— (-x)
- Yy
= Z(—l)”x”

Par contre, nous savons que

o,

jee]
g:(—l,l)—»]R::l:—>Z
n=1

6. On se rappelle que la régle de la chaine dit que si h(z) = f(g(z)), alors h'(z) =
F'(g(x))g'(z).
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définit aussi une fonction dérivable, et nous calculons que

gl(ﬂf) _ Z (_1)71— nxnfl

n=1 n
oo
_ Z(_l)nflxnfl
n=1
oo
n=0
1
1+x

Il suit que la fonction A(x) = In(x + 1) et la fonction
o0 _
(1!
ST | P N 2
e (=11) ; P

ont la méme dérivée. Il existe donc une constante C' telle que

£ (et
In(z+1)=C+ Z —a".
n=1

n

Mais comme In(1) = 0, nous voyons que C' = 0, et nous avons démontré la
proposition ci-dessus. O]

FEzxercise : Soit a > 0. Déterminer la série entiére de la fonction z — a®.
Calculer aussi la dérivée de cette fonction.
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Chapitre 3

Séries de Fourier

Dans le dernier chapitre, nous avons traité les séries entiéres. Elles peuvent
étre considérées comme des généralisations de polynémes. Dans ce chapitre-
ci, nous allons étudier les généralisations des fonctions trigonométriques et
de leurs combinaisons linéaires. Il s’agit d’une théorie qui est trés impor-
tante pour I'analyse des signaux périodiques. En effet, il s’avére que tout
signal périodique se décompose, dans un sens assez précis, dans des signaux
plus élémentaires. On dit que le signal est une superposition de ces signaux
élémentaires. La décomposition en parties élémentaires s’appelle parfois ‘dé-
composition spectrale’. La théorie associée s’appelle théorie de Fourier.

Ainsi, la différence de son entre des instruments qui jouent une méme note
(un ‘la’, un ‘do’) se trouve dans l'intensité ('amplitude) avec laquelle des
signaux élémentaires (les harmoniques de la note de base) se trouvent dans
ce ton.E] Plus techniquement, les coefficients de Fourier d’une certaine note
difféerent d’un instrument & une autre. Une telle analyse se fait aussi pour la
lumiére, que se décompose en ondes élémentaires de fréquences différentes. A
partir d’une analyse spectrale pour la lumiére d’'une étoile par exemple, on
peut déduire les constituents chimiques qui se trouvent dans I’étoile. Cepen-
dant, il y a une différence importante avec ’analyse spectrale pour les notes
d’instruments (plus précisément, les instruments a cordes et les instruments

1. Si vous étes intéressé dans les liens entre la musique et les mathématiques, je vous
conseille le livre ‘Music : A mathematical offering’ de D. Benson, dont on peut trouver une
version gratuite (en anglais) sur le site web http://www.maths.abdn.ac.uk/ bensondj/
html/maths-music.html

o1


http://www.maths.abdn.ac.uk/~bensondj/html/maths-music.html
http://www.maths.abdn.ac.uk/~bensondj/html/maths-music.html
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a vent), comme les fréquences qui se trouvent dans une raye de lumiére ne
sont en général pas de multiples entiers d’une fréquence de base. On dit qu’ils
forment un spectre continu. Comme le traitement de ces ondes est un petit
peu plus compliqué, on ne traitera pas cette théorie.

La théorie ne s’arréte pas la. Une découverte d’une importance difficile a
surestimer, et qui forme la base de la mécanique quantique, est qu’aussi tout
élément fondamentale se comporte, en quelque sorte, comme une (superposi-
tion d’)onde(s). De cette maniére, ’analyse spectrale et la théorie de Fourier
est un outil indispensable si on veut sonder les fondements de la nature.

3.1 Coeflicients de Fourier

Définition 3.1.1. Soit f une fonction, et T un nombre. On dit que f est
T-périodique si on a f(z+ T) = f(z) pour tout x.

Cela veut dire que si on regarde le graphe de cette fonction, et on le pousse
T unités a droite ou a gauche, on obtient le méme graphe.

Exemples 3.1.2. ¢ Les fonctions trigonométriques cos et sin sont 2m-périodiques.

e La fonction
fR>R:z—x— |z

est 1-périodique, ot |x| est le nombre entier le plus grand qui est plus petit
que z, donc |2,364] = 2, x| = 3,|5] = 0.

e Un ‘la’ pure a une fréquence de 440Hz. Cela veut dire que les pressions
d’air que produit ce son (& un endroit particulier fixé) se répétent 440 fois
par seconde. La pression d’air a ce point, en fonction de temps (mesuré
en secondes), sera alors une fonction sinusoidale avec une période de 1/440.

Comme énoncé dans I'introduction, on aimerait décomposer chaque fonction
r — f(z) qui est T-périodique comme combinaison linéaire de fonctions
T-périodiques ‘élémentaires’. Ces fonctions élémentaires seront

1. La fonction constante, x — 1,

2. Les fonctions z — cos (%T"x), ou n € Ny (les entiers positifs sans zéro),
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3. Les fonctions x — sin (%T"x), ou n € Nj.

Donc, on voudrait écrire

2 4 . (2 (4
f(z) = e 14(ay cos (%x) +ay cos (%x) +...)+(by sin (%x) +by sin <%x> +...),

ol ¢,ay,as,...,by, by, ... sont des nombres. Comment y arriver ?

La propriété fondamentale des fonctions ci-dessus dont on aura besoin pour
ceci est leur orthogonalité.

Proposition 3.1.3. On a que

) dr = 0 pourn =1,
) dr = 0 pourn >1,
T 2mn 2mm
cos| —=x |Jcos| —ax)dxr = 0 pourn,m=1eln#*m,
T T
)dx = 0 pourn,mz=1,

dr = 0 pourn,m=1 etn #m.
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Démonstration. Démontrons que So cos (2“" ) dr=0sin#0.0na

T 27m T (7 2mn
J cos dr = — dsin | —=z
0 T 2mn Jo T
T . 2mn . 2mn
= % <Sln <TT> — S1n (T0)>

= % (sin(2mn) — sin(0))
T
- 5 (0-0) =0,

2mm

x)cos( T m)dxz(). On a que

2mn
T

] 2mn ‘ 2mm B 1 2m™n +27Tm N 1 2mn 2mm
COS Toc COS Tx = 2cos Tx Tx 2cos Tx Tx

(o () s ()

Comme n # m, on obtient de la démonstration de la premiére paragraphe

que S?; cos (2;7%) coS (%mx) dr = 0.

) T
Démontrons que { cos (252

T

Démontrons que So cos (2”” ) dr = % De l'identité ci-dessus, on obtient

que
2mn S| 4mn L
cos | —=x =—|cos| —=x )
T 2 T

En prenant 1’intégra1e de 0aT,le premier terme disparait et le deuxiéme
terme nous donne i So dx = T . Donc So cos (2”" ) dr =

Les autres identités se trouvent de la méme maniére, en utilisant les autres
identités pour les produits de fonctions trigonométriques. O

’ Petite digression sur la notion d’orthogonalité. ‘ Vous vous rappelez de la notion de ‘grandeur’ 12 qu’on

avait introduit pour les suites dans le premier chapitre ? On peut fabriquer une méme notion de grandeur

pour les fonctions T-périodiques, en mettant ||f|2 = 4/<S(7; \f(m)\de)T. De méme, on peut prendre un

produit scalaire entre fonctions T-périodiques, {f,g) = Sg f(x)g(x)dz. De nouveau, ’espace des fonctions
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T-périodiques se comporte comme un espace euclidien de dimension infinie! La proposition ci-dessus nous
dit alors que les fonctions z +— 1, x > cos(nz) et x +— sin(nz) sont des ‘vecteurs orthogonaux’ dans cet

espace euclidien.

Comment est-ce que la proposition ci-dessus nous aide a décomposer une
fonction périodique ? Supposons d’abord qu’on a une fonction périodique de
la forme

f@) = c+ 2 N 47 N N 2mn
r) = ¢ aq cos Tx ag COS Tm ...+ a,cos T T
b (bysin (22 ) + bysin () 44 by sin (220
1 sin TI o SIN Tx ...+ b,sin T T
21k
= c—i—Zakcos(—x) Zbksm( " ),

donc f est une combinaison linéaire finie de nos fonctions élémentaires. On ai-
merait déterminer les coefficients c, ay, et by directement en termes de f. Alors,
ici Porthogonalité vient a notre aide. Regardons par exemple {; f(z)dz. On

obtient
JT f(z)dx jT cdx + i ay, jT COS (#x) dz
0 0 = o
+ Zn] by, JT sin (2;k ) dz
=(T+ZO+ZO
k=1

= cI.

On voit donc qu’on peut récupérer le coefficient ¢ a partir de f :

= %LT f(z)dx

La méme méthode nous permet de montrer que pour tout £ < n, on a

= —f f COS (27Tk ) d.CL', = —f f sm (27Tk ) dzx.
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Ezxercice : Démontrer les identités ci-dessus.

La discussion ci-dessus devrait étre assez de motivation pour introduire la
définition ci-dessous.

Définition 3.1.4. Soit f une fonction T-périodique. On appelle coefficients
de Fourier de f, relatifs a la période T, les réels Suivantsﬂ

1 (T
¢ = 7| reas
2 (T 2
a, = TL f(z) cos (%x) dz, n=1

2 (" 2
b, = TL f(x)sm(%x) dz, n=1.

On appelle série de Fourier associée a f la série (formelle) de fonctions sui-

vante "
2 2
Si(x) =c+ nzl(an cos (%I) + b, sin (%nx) ).

Attention ! | Cette définition dépend de la choix de T.

Remarque 3.1.5. Au lieu de SOT, on peut aussi prendre I'intégrale S?T ol
c € R est arbitraire. Exercise : démontrer ce fait, a partir de la périodicité
des fonctions intégrées. Est-ce que vous pouvez visualiser I’égalité a partir du
graphe des fonctions?

On soupgonne maintenant peut-étre qu’on a toujours Sy(z) = f(z)... Hélas,
une fois qu’on admet des fonctions T-périodiques générales, la série (infinie!)
S¢(x) ne se comporte pas toujours si bien qu’on voudrait. Néanmoins, c¢’est
assez surprenant qu’elle se comporte bien dans beaucoup de cas, comme
montre la proposition ci-dessous.

Theoréme 3.1.6 (Dirichlet). Soit f une fonction T-périodique avec la fonc-
tion dérivée continue. Alors Sg(x) converge pour tout x, et

Sp(x) = f(x).

2. On suppose ici que la fonction f est telle que les intégrales suivantes sont bien
définies.
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Le théoréme nous dit donc que si f est une fonction T-périodique et Sy sa
série de Fourier formelle associée, la série de fonctions Sy converge en fait
simplement vers la fonction f.

On peut aller un petit peu plus loin.
Theoréme 3.1.7 (Dirichlet, version générale). Soit f une fonction T-périodique

qui est composée de piéces de fonctions avec dérivées continues. Alors

Sp(x) = 5 (flze) + f(z)),

1
2
ot on écrit f(xy) = limy?x fly) et f(x_ ) = limy?x f(y).

En disant que f est composée de piéces de fonctions avec dérivées continues,
on veut dire que le graphe de f est de 'apparence Ci—dessous.E]

FIGURE 3.1 — Graphe 1

Intuitivement, ¢a devrait étre clair pourquoi la valeur f(x) ne peut pas étre
récupérée de Sy(x) dans les points de discontinuité : les coefficients de Fourier
sont obtenus & partir d’une intégrale, qui ne voit pas (‘ne s’intéresse pas’) a
la valeur précise qu’une fonction prend dans un point de discontinuité.

3. Les conditions précises sont : f est continue & part un nombre fini de discontinuités
dans chaque intervalle de période T, dans lesquels on a néanmoins que les limites f(z+) =
lim,_,, f(y) et f(z—) = lim,_,, f(y) existent. En plus, dans chaque point on peut prendre

fw)=f(z+)

les dérivées & gauche et & droite, c’est-a-dire dans chaque point les limites lim,,_,,
> y—x

fW—=fz=)

y—x

et lim,_,, existent.
<
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FIGURE 3.2 — Graphe 2 FIGURE 3.3 — Graphe 3 (Dérivée
de graphe 2)

Si la fonction f admet une certaine symétrie, on peut conclure que certains
coefficients de Fourier sont zéro. On se rappelle que f est dite fonction paire
si

f(=z) = f(x)  pour tout z,

et que f est dite fonction impaire si

f(—z) = —f(2) pour toutz.

Proposition 3.1.8. Soit f une fonction T-périodique.

Si f est paire, les coefficients de Fourier b, sont zéro, pendant que

2 (7
c = TL f(l’) Z,
4 (2 2
a, = Tfo f(z) cos <$w) dz, neN,.

Si f est impaire, les coefficients de Fourier ¢ et a,, sont zéro, pendant que

T
4 (=2 2
b, = TJOQ f(z)sin ($x> dz, mneN,.

Exemple 3.1.9. Considérons la fonction

f:R—»R:x—»x—[(x—i—%)J.
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38 36 -34 32 /3 28 -26 -24 22 /2 -18 -16 -14 -12 /1 -08 -06 -04 -02 02 04 06 08 /1 12 14 16 18 /2 22 24 26 28 /3 32 34 36 38

FIGURE 3.4 — Graphe de f

La fonction f ci-dessus est 1-périodique. Comme f est impaire, les coefficients
de Fourier a,, sont zéro. Pour les coefficients b,,, nous voyons que

1/2
b, = ZJ zsin(2nmr)dx
~1/2

1 o 1/2
- 2 - s(2nmr)d
= mT([x cos(2nmx)] ] fm cos(2nmz)dr)

(1"

nm

Le théoréeme suivant nous permet de calculer certaines séries de nombres en
les réalisant comme coefficients de Fourier.

Theoréme 3.1.10 (Egalité de Parseval). Si f est T-périodique et les ¢, a,, by,
sont ses coefficients de Fourier, on a que

2 (" =
7| Urorar =2+ 3 o+ o

n=1
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Remarquez qu’il n’y a pas de conditions sur f comme dans le théoréme de
Dirichlet !

Ezxercise : Démontrer 1'égalité dans le théoréme [3.1.10] pour les fonctions de

la forme
2k
f()—c—l—Zakcos(—x) Zbksm( )

k=0

Exemple 3.1.11. Considérons de nouveau la fonction

S

f:R—>R:x—>$—[(x+2

On a calculé que

nm
pendant que ¢ = 0 et a,, = 0 pour tout n. L’égalité de Parseval nous donne
donc la formule suivante, connue déja par L. Euler en 1739.

o0 1 )
D=

Ezercice : Démontrer 1’égalité Zn 1 nlz = %2 en appliquant le théoréme de
Dirichlet, dans un point bien choisi, & 'unique fonction de période 27 qui
satisfait

fit)y=1= pour — 7w <t<T

Remarque 3.1.12. Disons un mot sur le phénoméne de Gibbs, qu’on peut
apercevoir en approchant une fonction discontinue avec sa série de Fourier.
Par exemple, considérons la fonction impaire et 27-périodique f qui est dé-
terminée sur Uintervalle (0, 7) par f(z) =

Cette fonction a une discontinuité dans le point 0. On calcule que la série de
Fourier de f est donnée par

Si(x) = % Z 2]{;1_’_ ] sin((2k + 1)mx).
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Le théoréme de Dirichlet nous dit alors que pour tout point = €]0, 7|, on a
f(x) = S¢(x), pendant que dans le point 0, nous avons

f(O0+) + f(0-)

Sp(x) = 5
1+ (=1
= 0.
Pourtant, si nous regardons des approximations de f avec les sommes par-
tielles S () = 2 S, s Sin((2k+1)7z), nous observons un comportement

curieux.

FIGURE 3.5 — Graphe de la fonction f

On voit que, bien que dans tout point S}V(x) tend vers f(z), cette convergence
n’est pas uniforme : dans toute approximation, on a que le sommet reste a
plus ou moins la méme hauteur, et ‘voyage a gauche’. Ce comportement est
connu comme ‘phénoméne de Gibbs’, et se produit pour toute fonction avec
une discontinuité.
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FIGURE 3.6 — Approximations S} FIGURE 3.7 — Détail dans un voi-
pour N =1,5,15 sinage de 0



Deuxiéme partie

Intégrales

63
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L’intégration de fonctions continues sur des intervalles compacts, donc des in-
tervalles de la forme [a, b], est une opération assez réguliére : elle nous donne
toujours un nombre réel bien définie, elle obéit des régles de linéarité, ... En
quelque sorte, elle correspond avec prendre une ‘somme finie’. Par contre,
une fois que nous admettons des autres intervalles, comme [a, +0), nous
rencontrons des problémes qui sont similaires a ceux des séries : quelquefois
ces intégrales peuvent étre infinies, ou méme pas bien définies. Dans cette
partie, nous allons étudier ces problémes dans un peu plus de détail.

On rencontre en plus des problémes d’un autre type si on considére des
fonctions a deux variables. Ici, on aimerait bien prendre des intégrales de
fonctions définies sur des sous-ensembles deux-dimensionnels assez arbitraires
du plan (comme des disques, parties entre deux graphes de fonctions, ...).
Bien qu’il n’est pas trop difficile de donner un sens a ces intégrales, reste
le devoir de les calculer! L’outil le plus général et utile dans ce contexte
d’intégrales doubles est le théoréme de changement de variables : on essaie
de ‘déformer’ notre domaine difficile vers un domaine plus simple (comme un
carré, un triangle, ...).

Dans la derniére section, on regardera comment on peut intégrer des fonctions
sur des sous-ensembles un-dimensionnels du plan - plus précisément (et plus
intuitivement) comment intégrer des fonctions sur le trajet suivi d’un point
dans le plan. Le théoréme de Green-Riemann, auquel on arrivera au bout
de ce cours, donnera alors un lien entres ces ‘intégrales curvilignes’ et les
intégrales doubles.
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Chapitre 4

Intégrales impropres

4.1 Intégrales propres

Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a, b]. On se rappelle com-
72 2 b
ment former Uintégrale § f(x)dz.

1. On coupe lintervalle [a,b] en n parties I} de la méme longueur b’T“,

donc I}, = [ag, ars1] ot ar, = a + kb_T“ pour 0 <k <n.

2. On prend le minimum m,, ; de f sur [ag, agi1]-

. b —1
3. On considére la somme m,, = % Do M-

4. On laisse n tendre & l'infini, et on définit § , f(z)dz = lim, e my,.

En termes plus graphiques, on couvre la partie bornée par le graphe de la
fonction f avec des collections de rectangles sous le graphe de plus en plus
fines, et les aires de ces collections de rectangles nous donnent & la limite la
valeur de l'intégrale de f sur [a, b].

Comme pour les dérivées, la définition d’une intégrale est surtout d’une im-
portance théorique. En pratique, on a besoin de quelques régles de calcul.

67
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¢ (Théoréme fondamental de 'analyse.) Si F' est une fonction continue avec
dérivée continue f, alors

J f(z)dx = F(b) — F(a).

On écrit aussi ,
| #@s = (P

ot donc [F(2)]*=% n’est rien autre que F(b) — F(a).

a

e Si F' et GG sont des fonctions continues avec dérivées continues F' = f et
G' = g, alors

| F@ge = (PoG@ED - [ F)GEs
On écrit parfois aussi

f%um@mzf%umm@

a a

et
fﬂ@mmmzfgwwu)

et alors

fp@%mu:.fmmmm

a

On y reconnait alors plus directement la régle de produit pour les dérivées

(FG)'(x) = F'(2)G(x) + F(x)G'(x).
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e Si h est une fonction dérivable, on alff]

h(b)

f(x)dz = J f(h(x))W (z)dx.

h(a)

En plus, il est trés utile de (re)connaitre les intégrales les plus simples, comme
par exemple

b
1
f o"dy = —— (V" — o™, n#—-letab>0sin<0,
n+1

a

b
1
f —dz = In(b) — In(a), a,b>0,
x

a

Jb cos(x)dz = sin(b) — sin(a),

a

b
1
J a2 dx = arctan(b) — arctan(a).

a

4.2 Intégrales impropres

On parle d’intégrale impropre si dans ’expression SZ f(z)dx, on admet que
a = —o0 et/ou b = +o0, ainsi que des fonctions f qui admettent des singula-
rités, c¢’est-a-dire des points ou la fonction f n’est pas définie, comme x — %
(le point z = 0 est une singularité) ou = — tan(x) (les points de la forme

x = § + km avec k entier sont des singularités).

Dans ces cas-1a, on coupe 'intégrale autour de chaque singularité, et on exige
que les limites d’intégrales qu’on obtient en s’approchant de toute singularité
(de gauche et de droite) existent. Si une de ces limites n’existe pas, on dit que
I'intégrale diverge. Dans le cas o I'intégrand (c’est-a-dire la fonction qu’on
intégre) ne prend que des valeurs positives, on a que soit 'intégrale converge,
soit Iintégrale diverge vers +oo (dans le sens que les intégrales approxima-
tives deviennent ainsi large qu’on veut).

1. Si b < a, on définit SZ fl@)dz = —§, f(z)da.
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FIGURE 4.1 — La fonction z — 1/z FIGURE 4.2 — La fonction z — tan(z)

Attention ! | La convergence d’une intégrale dépend non seulement de la fonc-

tion, mais aussi du domaine sur lequel on fait I'intégration.

Exemples 4.2.1. ¢ Considérons Sé %dx. L’intégrand admet une seule singu-
larité dans 0 (la fonction tend vers 400 quand x se rapproche de 0). Pour
voir si I'intégrale est convergente, on prend alors 1 > ¢ > 0 et on regarde
{! L1dz quand ¢ tend éro. On calcule explici

. 74z quand € tend vers zéro. Un calcule explicitement que

J idx = [In(z)]}
= In(1) — In(e)
= —In(e).

. 11 .
Comme lim, g In(z) = —oo, on a que { +dz diverge (vers +o0, comme

x — < est positif sur (0,1]).

e Considérons Sio %dx. Maintenant l'intégrand n’a pas de singularités sur
le domaine d’intégration [1,+00), mais ce domaine n’est plus borné. On
regarde donc Siw %dx ot on laisse M > 1 tendre vers l'infini. On a

L éd:c = [In(z)]¥
— (n(M) ~ In(1))

= In(M).

Quand M tend vers l'infini, cette expression tend vers +o0. Donc S;O %dx
diverge (vers 'infini).
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e Considérons Sgo %dx. Ici, il y a la singularité dans 0 a considérer, ainsi que
le comportement & +00. On découpe l'intégrale comme Sé %dx + S;O %dx (le
point ou on découpe précisément n’est pas important). Comme une des
deux expressions (en fait, les deux) est divergente, aussi intégrale totale
est divergente.

e Considérons Sil %d:c. On fait (implicitement) I'intégration au-dessus de la
singularité 0. Pour en donner un sens, on doit le découper autour de cette
singularité, donc on interpréte S1_1 1dz = S(il 1dz + S(l] 2dz. Comme une

des deux intégrales diverge, on a que Sl_l %dx diverge.

Remarque 4.2.2. On pourrait avoir envie de dire que Sil idx = (0, comme
‘la partie négative (a gauche) s’annule avec la partie positive (& droite)’.
Avec la définition qu’on utilise, on n’a pas le droit de le dire. Cependant, il
y a la notion de ‘valeur principale de Cauchy’ pour une telle intégrale, ot on
considére la partie a gauche et a droite d’une intégrale ‘en égale mesure’. Dans
ce-cas 1a, il est nécessaire de spécifier qu’on utilise cette notion spéciale en
mettant ‘V.P.” (valeur principale) devant l'intégrale. On a alors par définition
que, par exemple si f admet une seule singularité en 0,

V.P. f Ydo = hm J J
1 1
V.P.J ldgz: = lim( J J 1
1T 54’0

= lim ([In(=2)] 5 + [In(2)]2)

>

= lim (In(e) — In(e))

e—0
>

= 0.

Donc

Regardons maintenant quelques autres exemples.

Exemples 4.2.3. o Soit a un réel. Si b < a < ¢ ou b et/ou ¢ l'infini, on a
que Sb xfadx est divergente. Si par Contre a < b < cavecb et cfini, on a
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que l'intégrale est convergente avec

r—a

Lc ! dz =1In(c — a) — In(b — a).

De méme, si b < ¢ < a avec b et c fini, on a

Tr—a

LC ! dz =1In(a — ¢) — In(a — b).

e Soit p un réel avec p # 1. Est-ce que Sé xipd:p converge? Onapour 1 >¢ > 0

que
1q 1
—dx = Jx”dx
€

€ :L.p
— 1 [prJrl]l
—-p+1 ©
= L(l _ 51—17)
1-p

On voit que la convergence de I'intégrale dépend de la valeur précise de p :
e Sip>1,onalim., e'™? = +o0, et 'intégrale est divergente.
e Sip<1onalim.oe'? =0, et intégrale est convergente avec

' 1

o 7?  1-p

e Soit de nouveau p un réel avec p # 1. Est-ce que S;D z—lpd$ converge ? Prenons
maintenant M > 1. On trouve

M q M
f —dz = f xz Pdx
1 P 1

1

_ xprrl M
il
1
= ——(M"P-1).
l—p

De nouveau, la convergence dépend de la valeur précise de p :
e Sip>1,onalimy_,, oM™ =0, donc I'intégrale est convergente avec

e 1
| e
. aP p—1
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e Sip<1,o0nalimy_, oM"P=+00, donc l'intégrale est divergente.
e Des résultats ci-dessus, on dérive que Sgo Iipdx est divergente pour tout p.
e Est-ce que S w 1+x2dm converge7 On découpe lintervalle d’intégration

dans les deux parties (—oo,0] et [0, +00), et on observe que la fonction
n’admet pas de singularités. Alors pour M > 0, on a

Mo
L 1+$2dx = [arctan(x)]}’

= arctan(M) — arctan(0)

= arctan(M).
Quand M tend vers l'infini, cette valeur tend vers Z. Donc So T3 2d:v =3
Par symétrie (I'intégrand est une fonction paire), on a aussi que S w1 +x2 dr =

5. Donc I'intégrale au début est convergente avec

o Est-ce que {* -1
des deux cotés, et on a aussi des singularités dans —1 et 1. On découpe
alors l'intervalle d’intégration dans les parties

(—o0, —2],[~2, —1), (=1,0], [0, 1), (1, 2] et [2, +o0).

Montrons alors que I'intégrale est divergente sur (0, 1] (ce qui est suffisant
pour conclure que U'intégrale du début est aussi divergente). En effet, on a
que
1 (1—z) 1 1 1 1
1—22 (1+2) _51—$+§1+x'
11

La partie 1. est continue sur [0, 1], donc son intégrale est bien définie.
1.1

Cependant, la partie 57— a une singularité¢ ‘non- intégrable’ autour de 1,

comme montre 1e premier exemple ci-dessus. Donc So T—zdx est divergente,

——dx.

ainsi que {©

o6} .
e Est-ce que S2 R 1m2 dx converge ? On pourrait soupgonner que non, en vue
’ =11 1 1 1 1 inté-
de I'égalite — x2 =1 250 7 et le fait que et 1+x ne sont pas inté

grables a I'infini. Mais faut faire attention qu on soustmzt ici deux quantités
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positives! Cela rend possible que les contributions a 'infini des deux quan-

tités s’annulent en quelque sorte. En fait, c’est exactement ce qui se passe,

et on peut aussi le motiver en disant que ﬁ se comporte comme —z% a

I'infini, dont on a vue que c¢’est une fonction intégrable a I'infini.

Faisons le calcul de l'intégrale explicitement. Prenons M > 2. On a
M M
1 1 1 1 1
f dr = J — - = dx
5 1 — a2 s \21+2 22-1
IR IR
= = J dr — = J dx
2)y, 142 2)y z—-1
1 1
= M@+ D' = Sln( -1k

2
(In(M + 1) — In(3)) — %(ln(M — 1) = In(1))

1
2
(M + 1)~ (M — 1) — 2 In(3)

2
1. (M+1) 1
- 1 ~ S In(3).
ZH(M—l) y )

DO | =

Alors si M tend vers l'infini, on a

: M +1 . M+1
Aggnooln (M— 1> =In <A}1Lnoo 7 1) =1In(1) = 0.

Donc on trouve que

| 1 1
J dz = —3 In(3) = ln(\/—g).

2

4.3 Critéres de convergence

La plupart des critéres qu’on avait pour les séries ne se généralisent pas pour
les intégrales. Méme le critére le plus simple, qui disait qu’une série ne peut
converger que si la suite associée tend vers zéro, n’est plus vrai!

Egercice : Soit f : [0,400) — R la fonction telle que f = 1 sur [n,n + 5]
pour tout entier positif n, et 0 sur le reste de son domaine. Vérifier que f ne
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tend pas vers zéro a l'infini, bien que §; f(z)dz = 2. (Suggestion : faire le
graphe de la fonction pour mieux la comprendre.)

Cependant, le critére le plus général, celui de la comparaison, vaut encore.

Proposition 4.3.1. Soient f et g des fonctz'onsﬂ définies sur un intervalle
I = (a,b) (ou a et b peuwvent étre l'infini).

Si |f(z)| < g(x) pour tout x € I et lintégrale de g sur I converge, on a aussi
que l’intégrale de f sur I converge, et

Lbf(x)dx < ng(x)dx.

Si par contre f est positive, f(x) < g(x) pour tout x € I et l'intégrale de f
ne converge pas, aussi l'intégrale de g ne converge pas.

Exemple 4.3.2. Soient a < b des nombres réels (donc pas Uinfini), et f une
fonction sur (a,b). Supposons que f est bornée, ce qui veut dire qu’il existe
M > 0 avec |f(x)] < M pour tout x € (a,b). Alors en prenant g(x) = M
pour tout z, on voit que |f(z)| < g(z) pour tout z. En plus, l'intégrale de
g est convergente, comme SZ Mdx = M(b— a) (pour cela, nous avons besoin
d’un intérvalle fini!). On conclut que 'intégrale de f est convergente.

Par exemple, on peut appliquer le raisonnement ci-dessus pour la fonction

1
0,1] = R, x — sin(—).
T

Une autre application de cette proposition concerne les séries.

Proposition 4.3.3 (Comparaison série intégrale). Soit f une fonction posi-
tive et décroissante sur [1,400) (done f(x) < f(y) six <y). Alors Uintégrale
{7 f(z)da est convergente si et seulement si la série Y, f(n) est conver-
gente.

2. Dans ce chapitre, on suppose que tous les fonctions sont continues sauf sur un en-
semble fini (ou dénombrable) de singularités. Cela garantit que nous ne rencontreront pas
de problémes de type technique en prenant nos intégrales.
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FIGURE 4.3 — Graphe de z — sin(1/z)

Démonstration. On forme une nouvelle fonction g telle que g(z) = f(n) si

x € [n,n + 1) pour un entier n. Alors comme f est décroissante, on a que

f(z) < g(x) pour tout = (dessiner les graphes des deux fonctions!). Mais on

calcule directement que {;” g(z)dz = Y77, f(n). Si donc cette série converge,
4 0 N . 3

on a également que Sl f(z)dx converge par le critére de comparalson.

Pour montrer la direction opposée, nous modifions légérement la situation.
On définit maintenant h(z) = f(n + 1) si € [n,n + 1) pour un entier n.
Maintenant h(z) < f(z), pendant que §° h(z)dz = Y, f(n). De nouveau,
le critére de comparaison nous garantit la convergence de Y., f(n) (et donc
de > | f(n)) si §;” f(z)dz converge. O

Exemple 4.3.4. On démontre ainsi facilement la convergence des séries
Zle ni pour s > 1. En effet, la fonction z — xi est décroissante et po-
sitive, et S:O z—lsd:v est bien convergente (par les calculs directs de la section
précédente). En appliquant la proposition ci-dessus, on voit que la série ci-

dessus est convergente.

Comme pour les séries, donnons une formulation plus quantitative du critére
de convergence. On introduit d’abord une petite piéce de terminologie.

3. On n’écrit pas les valeurs absolues ici comme les fonctions sont déja supposées posi-
tives.
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Définition 4.3.5. Soit f une fonction définie sur un intervalle I = (a,b). On

dit que f est absolument intégrable si ['intégrale SZ |f(z)|dz est convergente.

Définition 4.3.6 (Notation de Landau). Soient f et g deux fonctions sur
un intervalle [a,b) avec a € R et b e R U {+w0}.

Nous disons que f est dominée par g en b, et on écrit

(ou simplement f(x) = O(g(x)) ou méme f = O(g) parfois), s’il existe un
cela,b) et un M > 0 tel que |f(x)| < Mlg(x)| pour tout x € [c,b).

Nous disons que [ est négligeable devant g en b, et on écrit
(ou simplement f(z) = o(g(x)) ou méme [ = o(g) parfois), s’il existe une
fonction positive € : [a,b) — R et un c € [a,b) tels que e(x) - 0et|f(x)] <

e(z)|g(x)| pour tout x € ¢, b).

Nous disons que [ et g sont similaires en b, et on écrit f ~y, g, st a la méme
fois f(x) = O(g(x)) et g(x) = O(f(2)).]
Un critére facile pour voir si f(z) = O(g(x)) est comme suit.

Proposition 4.3.7. Soient [ et g deuz fonctions sur [a,b) et supposons que
g ne s’annule pas. Alors si la limite

lim M
b [g(x)]

existe, f(x) = Opp(g(x)). Si en plus cette limite n'est pas zéro, on a f ~ g,
pendant que si la limite est zéro, on a f = o(g).

Maintenant nous pouvons reformuler la Proposition de la maniére sui-
vante.

4. Cette définition est différente de (et en fait plus générale que) la définition plus
commune ot on dit f ~; g si f(x) — g(x) = o(g(z)).
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Proposition 4.3.8. Soient f et g deuz fonctions sur un intervalle [a,b) avec
a€R etbeR U {+o0}.

Si f ~p g, alors g est absolument intégrable sur |a,b| ssi f est absolument
intégrable sur |a,b).

Si f(x) = Or(g(x)), on a que f est absolument intégrable dés que g est
absolument intégrable.

Exemple 4.3.9. Considérons l'intégrale impropre

0 2
[:J ln(l—i—x)dw'
o l+a?

On voit aisément que
In(1 + z?) In(x)
1+ 22 Ol 4 a2
En plus, la régle d’Hopital nous donne que

= 027*)4‘1’(1) (I73/2) .

Comme z~%2 est intégrable sur [1, +00], nous pouvons conclure que I est

une intégrale convergente. (Remarquons que nous pouvons nous restreindre
a lintervalle [1, +o0] pour cette estimation, comme notre intégrale est déja
bien définie sur Uintervalle [0, 1].)

Remarquons que nous avons comparé la fonction dessus avec une fonction de
la forme x — 2. En général, c’est une bonne idée de comparer une fonction
donnée avec une fonction de cette forme.

Ezercice : Montrer que S;}O sin(%)dx converge. (Suggestion : appliquer d’abord
une transformation de variable y = 1.)

e



Chapitre 5

Fonctions a deux variables

Quand on a introduit les suites, on a aussitot considéré les suites doubles,
c’est-a-dire les suites indexées par deux parameétres discrétes. Aprés, on a
considéré les suites de fonctions, ce qui sont rien autres que des nombres in-
dexés par deux paramétres dont un discret et un continu. Finalement, on peut
naturellement aussi considérer les fonctions a deux paramétres continues.

Bien que ces trois notions peuvent vous paraitre conceptuellement assez dis-
tinctes I'une de 'autre, il est parfois utile de les considérer comme apparte-
nantes & une méme famille. Pour illustrer, on verra dans la section suivante
trois versions du théoréme de Fubini, ce qui devrait vous convaincre qu’il
pourrait effectivement exister une théorie générale qui inclut les cas ci-dessus
comme cas spéciaux.[l]

5.1 Théorémes de Fubini

On rappellera d’abord le théoréme de Fubini pour les suites doubles tel qu’on
I’a vu dans le premier chapitre.

Theoréme 5.1.1 (Théoréme de Fubini pour les séries doubles). S0it (@mn)m.n
une suite double, et supposons qu’une des deuz séries doubles - _o >0 |@mn|

1. En effet, une telle théorie existe, et s’appelle ‘théorie de la mesure’. On ne s’en
occupera quand méme pas en détail dans ce cours.

79
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ou Y o S lamn| converge. Alors les séries doubles ¥ e _o (Y0 mn) ainsi
que Yo (D @mn) convergent, et

m=0n=0 n=0m=0

Passons maintenant a la situation des suites de fonctions.

Theoréme 5.1.2 (Théoréme de Fubini pour interchanger série et intégrale).
Soit (fn)n une suite de fonctions continues par morceauz sur un intervalle

la,b], et supposons que x — 3.7 o fo(z) ainsi que x — > | falz)] défi-
nissent des fonctions continues par morceauz (en particulier, on suppose que

les séries données convergent pour tout x dans [a,b]). Alors >, (SZ fn(x)dx)

i (Jb oir) - Lb (i fn(x>> .

Ce théoréme reste vrai si les fonctions concernées sont positives, méme si les
séries ou intégrales concernées sont divergentes ou si on prend des intervalles
ouverts. Alors il peut y avoir un soucis pour définir les quantités (la série,
'intégrale), mais en pratique c¢’est assez clair comment on peut se débrouiller.

Exemple 5.1.3. Soit f,(z) = (—1)"z*" sur I'intervalle [0, \/Lg] Alors

= 1
nZ;]fn(x) =152

pendant que

7 (-
L fulz)dz = 3ny/3(2n + 1)

| =2 et > |fa(2)] = =, ce qui est une fonction inté-

~—

En plus, |f.(z

grable sur [0, —=]. On peut donc conclure que

;}LI fo(z)dz = L\/g%fn(x)dx.

Sl-
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Comme

1 1 T
dzx = arctan(—=) — arctan(0) = —,
L [ p2de = arc an(\/g) arctan(0) 5

5

On conclut que

n T

T;) 31 2n+1)  2V3

Finalement, considérons les fonctions de deux variables continues.

Theoréme 5.1.4 (Théoréme de Fubini). Soient a; < as et by < by. Soit f
une fonction continue définie sur le rectangle [ay, as] x [by, be]. Alors

J J f(z,y)dydz —f f: f(z,y)dzdy.

Définition 5.1.5. Soit f une fonction continue sur le rectangle
I = [al,a2] X [bl,bg].

Nous définissons l'intégrale SSf z,y)dzdy (ou SI x)dx) de f sur I comme

Hf z,y)dady _J f f(z,y)dydz _f ff(x,y)dxdy.

De nouveau, si les fonctions concernées sont positives, on peut admettre
des singularités dans les fonctions, prendre des intervalles ouverts, etc. On
mentionne aussi que, comme pour les fonctions d’une variable, cette intégrale
va mesurer la volume borné entre le plan X-Y et le graphe de la fonction.

Nous avons donc réduit I'intégrale sur un rectangle a des intégrales successives
sur des intervalles. Remarquons que néanmoins, dans des exemples concrets,
un bon choix de lordre d’intégration peut considérablement simplifier les
calculs. Par exemple, si on veut intégrer la fonction

f[=1,1] x [-1,1] > R : (z,y) — sin(zy?),

il n’est pas clair ce qu’est Sil f(z,y)dy, mais il est immédiat que Sil f(z,y)de =
0, comme x — f(z,y) est une fonction impaire pour tout y. Donc on peut
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conclure que

1 1

\f f(z,y)dzdy
—1J-1

- 0.

1 1
f £, y)dyde
“1J1

On pourrait juger le théoréme ‘bien évident’. Néanmoins, ce théoréme
n’est plus valable si nous prenons des hypothéses plus faibles, comme dans
I’exemple suivant.

Exemple 5.1.6. Soit

. r—y
f:(0,1] x (0,1] = R, (m,y)Hm
On a que
1 Ly - 1 1 2w 1 )
| L) = LG ) w)e
- [l 1 -
AT
! Y y=1
- [t
rl 1
e
—1 =1
= [(l‘—i—l)]xfo
1 1
= —5+l=3.

Mais si nous changeons 'ordre d’intégration, on obtient
1 /¢l 1 /¢l
x—y y—x
—dx) dy = —J <J —dx) dy
L Uo (z +y)? o \Jo (z+y)°

1
par symétrie. Donc pour cet exemple,

[ ([ o) [ ([ i)

27
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bien que les deux co6tés sont bien définis!

Dans 'exemple ci-dessus, le probléme était plus ou moins que les parties
positives et les parties négatives de la fonction s’annulent d’une maniére
différente dans I'intégrale double si on change 1'ordre.

5.2 Dériver sous le signe d’intégrale

On a vu que, sous quelques hypothéses, on peut échanger I'ordre de deux
opérations (prendre une série et aprés une intégrale, prendre une intégrale et
aprés une autre, ...) Disons maintenant quelque chose sur I'inversion d’ordre
entre intégration d’une variable et dérivation d’une autre.

Proposition 5.2.1. Supposons que [ est une fonction de [a,b] x (¢,d) a R,

Fifab] % (e,d) = R: (a,8) — f(a.b)
Supposons que % existe, et que les fonctions f et % sont continues. Alors la
fonction

b
F:(c,d) > R: t—»f flz, t)dz
est dérivable, et

: " of
F'(t) = E(m,t)dx, pour tout t € (c,d).

Donnons aussi un théoréme plus élaboré qu’on peut appliquer pour des inté-
grales impropres.

Proposition 5.2.2 (Dériver sous le signe d’intégration). Soient a < b et
c < d nombres réels ou +00. Supposons donnée une fonction continue

f:(a,b) x (c,d) —> R,

telle que
fy i (a,0) > R:x— f(x,y)

admet une intégrale impropre sur (a,b) pour tout y € (c,d). Supposons en
plus que
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e [a fonction
ﬁ (a,b d R
L) < (o) -
existe et est continue, et
e il existe une fonction positive et continue par morceauz h : (a,b) - R qui
admet une intégrale impropre sur (a,b) et telle que

Ll < @] pour tout € (a,b).y € (c.d).
Y

Alors si nous définissons

g:(cd) > R:gly) = f f (. y)d,

on a que g est dérivable avec

/) = | %(a:,wdz.

Les propositions dessus peuvent étre utilisées pour évaluer certaines inté-
grales - une méthode connue sous le nom ‘dériver sous le signe d’intégration’.
L’idée est d’introduire dans une intégrale I un parameétre de plus, disons
a € [0,1] ou a € R, telle que I(«a) est alors une fonction dérivable de a avec
I(1) = I. On calcule I'(«) avec la proposition ci-dessus, et on suppose aussi
que I(0) est facile a calculer. Alors on obtient, par le théoréme fondamental
de l'analyse, que I = I(0) + S(l) I'(a)da.

Exemple 5.2.3. Considérons I'intégrale

001 1 2
[:J (1 +27) +x)dac.
o l+a?

In(1+22)

.7 est une fonction inté-

Nous avons déja argumenté ci-dessus que x —
grable sur [0, +00).

Pour calculer I'intégrale concrétement, introduisons la fonction

In(1 + a*z?)

f:(0,00) x (—o0,400) > R : (z,a) > e
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Nous pouvons répéter le raisonnement de dessus pour voir que pour tout «,
la fonction x — f(z, ) est continue avec intégrale impropre convergente. En
plus, nous avons que f est dérivable & la variable «, avec

6_f( ) = 4o z?
oo YT (1+ a*z?)(1 + 22)’

ce qui est une fonction continue. Nous pouvons calculer le maximum de

%(m, «) pour x fixé et « variable en mettant la dérivé par rapport & « égale

a zero. Cela donne que f(x, —) obtient son maximum quand o = m%, et donc
33/4,1/2
r,o) < ——m.
flw o) 1+ 22

Le comportement de cette derniére fonction a l'infini est ~ 3%%273/2, ce qui
est une fonction intégrable.

Nous avons maintenant vérifié toutes les hypothéses de la proposition précé-
dente, donc nous sommes préts a I’appliquer. En notant

*In(1 + a'z?)
I(Oé) = J ﬁdl’,
0 X

nous avons que o — I(«) est une fonction dérivable sur R, avec

I'a) — fooﬁ(x,a)dx

Si a # 1, nous avons

1 1
1 —1 1

= + .
(1+ a*2?)(1+2%2) 1+a*2?2 1422

Alors pour R > 0, nous avons

R 2 R
1
J z de = J 1— dz
o 1422 0 1+ 22

= R — [arctan(z)]§
= R — arctan(R),
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et de la méme maniére

R 2
J —dr = a™*R — a~%arctan(a’R)
o 1+atz

Cela nous donne enfin

+00 2
3 I = 34 1 —4 -6 2
da fo (1 + a*2?)(1 + 22) de = 4o Rliffoo(l e ("R — a”%arctan(a”R))
1
t (R — arctan(R)))
—2
_ 3 1 2 .
= 4da Rl—lg-loo( — arctan(a”R) o arctan(R))
. 2na
14 a2

Donc, du théoréme fondamentale de I’analyse,

* 21
I(a) - 1(0) — Lrgzdﬁ

= wrdln(l + 5%

0
= mln(1+a?).

Mais

0 In(1)
1(0) = d
( ) 0 1 + x2 v

= 0.

Finalement, nous obtenons
I(e) = wln(1 4 o?).

En particulier,

“In(l+a2%), B
L T e = 1) = 7 2)



Chapitre 6

Intégrales doubles sur des
domaines dans R?

Dans ce chapitre, nous introduirons la théorie d’intégration de fonctions a
plusieurs variables. Pour la facilité de 'exposition, nous nous restreignons
aux fonctions de deux variables, mais on peut immédiatement généraliser les
énoncés aux fonctions d’un nombre quelconque de variables.

6.1 Intégrales sur des domaines généraux

De la définition méme, on peut aisément déduire la propriété de linearité
suivante.

Proposition 6.1.1. Soient a; < ay < as et by < by des nombres réels.
Notons

I, = [ay1, as] % [by, be],

I, = [az,a:s] X [51,52]

et
I = Il \ _[2 = [Cll,ag] X [bl,bQ].

87
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Soit f une fonction continue définie sur 1. Alors

| e aody = || epsty + || 1w gpasay

b2

b1

a1 a2 EE

FIGURE 6.1 — Division d’un rectangle

Le méme vaut naturellement pour une sous-division horizontale d’'un rec-
tangle, ou méme une sous-division quelconque d’un rectangle.

Une idée naturelle se présente maintenant : pourquoi serait-ce nécessaire
que la figure globale est un rectangle? On peut bien prendre un ensemble
arbitraire qui est composé d'un nombre fini de rectangles. Introduisons une
piéce de terminologie pour ces ensembles.

Définition 6.1.2. Soit I un sous-ensemble de R?. Nous appelons I un poly-
rectangle s’il existe un nombre fini de rectangles I; = [a;, b;] % [¢;, d;] tel que
I = U ,1;. Nous appelons [’ensemble des I; une sous-division de I. Nous

(o] [e]
disons qu’une sous-division est nette si I, n I; = (J pour i # j, donc

((ai, b;) x (ci,b:)) N ((aj,b5) x (¢cj,b;)) = & pour i # j.
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B e Jql
|

FIGURE 6.2 — Polyrectangle FIGURE 6.3 — Une sous-division nette

Remarque 6.1.3. Tout ensemble avec seulement un point, ainsi que l'en-
semble vide, sont des polyrectangles.

La proposition suivante est intuitivement bien évidente.
Proposition 6.1.4. 1. Soit I un polyrectangle. Alors I admet une sous-
division nelte.

2. L’intersection de deuz polyrectangles est un polyrectangle.

3. L’union de deux polyrectangles est un polyrectangle.
Nous sommes tentés maintenant de définir 'intégrale d’une fonction sur un
polyrectangle comme la somme des intégrales sur une sous-division nette.
Mais un probléme se présente : un polyrectangle admet en général plusieurs

sous-divisions nettes. Donc notre définition proposée nécessite la proposition
suivante.

Proposition 6.1.5. Soit I un polyrectangle, et {I;}i1-n €t {Jx}r1om deux
sous-divisions nettes de I. Soit f une fonction continue de I a R. Alors

g Hf (z,y)dzdy = é” f(x,y)dady.
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Définition 6.1.6. Soit I un polyrectangle, et f une fonction continue de I
a R. Nous définissons ['intégrale de f sur I comme

| sy - Z [z

ot {I;}i1n est une sous-division nette arbitraire de I.

Nous appelons mesure de I, ou aire de I, ["intégrale

m(I) = J J dady

de la fonction constante f(x,y) = 1.

Il faudrait étre évident que nous ne pouvons pas nous arréter ici. La classe
des ensembles sur lesquels nous pouvons intégrer une fonction n’est toujours
pas suffisamment vaste : un disque n’est pas un polyrectangle, et un triangle
non plus. Mais il est bien clair que nous pouvons approcher de tels ensembles
avec des polyrectangles. La définition suivante est une version précise de cette
idée.

Définition 6.1.7. On dit qu’un sous-ensemble C' < R? est Jordan mesurable
st pour tout n € N, nous pouvons trouver des polyrectangles A,, et B, tels que,
pour m < n,

An,<c A, cCc< B, < B, et m(B\An) < (6.1)

S |-

Nous appelons mesure de C' (ou aire de C') le nombre

m(C) = lim m(A,) = lim m(B,).

n—o n—0

Nous disons que C' est Jordan négligeable si m(C') = 0.

Remarque 6.1.8. 1. Observons que les limites ci-dessus existent, comme
les suites (m(A,)) et (m(B,)) sont monotones et bornées. Les deux
limites sont égales a cause de la propriété (6.1]).

2. Le nombre m(C) ne dépend pas du choix des A, et B,,.
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3. Les propriétés que A,, < A, ou B, € B,, ne sont pas vraiment né-
cessaires a exiger, comme, dans le cas qu’elles ne sont pas satisfaites,
on peut toujours passer a des intersections ou unions appropriées des
polyrectangles concernés pour faire valoir ces conditions.

4. Un ensemble Jordan mesurable est toujours borné.

FIGURE 6.4 — Approximation d’un disque de l'intérieur et de I'extérieur avec
des polyrectangles

Exemples 6.1.9. 1. Tout disque (fermé ou ouvert) est Jordan mesurable.

Si le disque a rayon 7, sa mesure est donnée par la formule bien connue

7TT2.

2. Tout triangle plein (fermé ou ouvert) est Jordan mesurable.

3. Tout ensemble de la forme
{(tr + (1= Dw,ty+ (1 =1)2) | 7,y w,z € Ryt e [0, 1]},

donc tout segment qui relie deux points dans le plan, est Jordan né-
gligeable. En particulier, le bord d’un triangle ou rectangle plein est
négligeable.
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4. Tout cercle (= bord d’un disque) est Jordan négligeable.

Proposition 6.1.10. Soient C' et D des sous-ensembles du plan qui sont
Jordan mesurables.

1. On a que C U D, C D et C\D sont Jordan mesurables. En plus, si
C' est Jordan négligeable, m(C' U D) = m(D), et m(C n D) = 0.

2. 81 C < D, on aque m(C) <m(D).

3. 85 CnD =, ou plus généralement st C " D = E avec E Jordan
négligeable, on a que m(C v D) = m(C) + m(D).

4. SiCcAc D, et C et D sont Jordan mesurables, avec m(D\C) = 0,
ausst A est Jordan mesurable, et alors m(C) = m(A) = m(D).

Maintenant, nous sommes préts a donner la définition de I'intégrale qui va
étre, pour nous, la plus générale. Comme ci-dessus, elle doit étre précédée
par une proposition.

Proposition 6.1.11. Soit C' un ensemble qui est Jordan mesurable, et f
une fonction réelle définie sur C. Supposons que f est continue et bornée.
Choisissons pour tout n € N un polyrectangle I, < C tel que I, < I, pour
m < n, et tel que la suite (m(C\I,,))nen tend vers zéro.

Alors la limite

k—o0

Jim J f F(@,)dady
Iy,

existe, et cette limite ne dépend pas du choix des polyrectangles I,,.

Définition 6.1.12. Supposons que les hypotheéses de la derniére proposition
sont satisfaites pour une fonction f. Alors on définit lintégrale de f sur
l’ensemble C' comme

|| easty =t || s, doay.
¢ I

La proposition suivante nous dit que nous avons seulement besoin des valeurs
de f sur un ensemble qui ne différe de son domaine que d’un ensemble qui
est Jordan négligeable.
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Proposition 6.1.13. Soient C' < D des ensembles qui sont Jordan mesu-
rables, et supposons que f est une fonction réelle définie sur D. Supposons
que f est continue et bornée sur D. Alors si m(D\C) =0, on a que

|| dody = [[ st doay

Avec cette proposition, nous pouvons donc étendre encore légérement la dé-
finition de notre intégrale.

Définition 6.1.14. Soient C' < D des ensembles qui sont Jordan mesurables,
avec m(D\C) = 0. Supposons que f est une fonction continue et bornée sur
C. Alors nous disons que f est Jordan intégrable sur D, et nous définissons

|| vpaody = || s, )doy

Nous finissons avec quelques propriétés élémentaires de I'intégrale de Jordan.

Proposition 6.1.15. Soit C et D des sous-ensembles du plan qui sont Jor-
dan mesurables, avec C n D = & (ou, plus généralement, C ~n D Jordan
négligeable). Soit [ une fonction continue et bornée sur C U D. Alors

[ oty = [{ s psay + || @ g)aoy

CcuD

Proposition 6.1.16. Soit C' un sous-ensemble du plan qui est Jordan me-
surable. Soit fi et fy deux fonctions continues et bornées sur C, et A € R.
Alors

||+ A sy = [[ . psdy 3| [ .oy

6.2 Intégrales de fonctions positives

Dans cette section, nous montrons comment on peut aller plus loin encore si
on ne travaille qu’avec des fonctions positives. On veut se débarrasser alors
de deux conditions qui étaient nécessaires dans les discussions ci-dessus :
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e Le fait que f doit étre bornée.
o Le fait que I'ensemble C' d’intégration doit étre borné.
La possibilité d’enlever ces restrictions se base sur la proposition suivante.

Proposition 6.2.1. Soit C' < D deux sous-ensembles du plan qui sont
Jordan mesurables. Soit f une fonction continue, bornée et positive sur
C, et g une fonction continue, bornée et positive sur D. Supposons que
f(z,y) < g(x,y) pour tout (x,y) € C. Alors

U (@, y)dady < J f oz, y)dady.

Définition 6.2.2. Soit C' un sous-ensemble du plan tel qu’il existe, pour tout
n € N, un sous-ensemble C,, € R? qui est Jordan mesurable et avec C,, < C,,
pourm <n et C = vy C,. Soit f une fonction continue, bornée et positive

sur C'. On définit

Ljf(x’ y)dedy = lim L!f(% y)dady € [0, +o0].

Nous disons que f est intégrable sur C si cette limite existe dans [0, +0).

Cette définition fonctionne comme la suite ( [ f(z, y)dzdy),en, est croissante
Ch
par la proposition ci-dessus. On peut montrer qu’elle ne dépend pas du choix

des C,,.
Maintenant, nous enlevons la condition que f doit étre bornée.

Définition 6.2.3. Soit C' un sous-ensemble du plan qui est union dénom-
brable de sous-ensembles Jordan mesurables. Soit f une fonction continue et
positive sur C'. On met, pour chaque n € Ny,

fn:C—>R:z— min{f(z,y),n}.

Alors chaque f, est une fonction continue, bornée et positive avec f,(z,y) <
folz,y) si(x,y) e C et m < n.
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On définit

Lff(:c, y)drdy = lim gfn(a:, y)dzdy € [0, +o0].

Nous disons que [ est intégrable sur C' si cette limite existe dans [0, +00).

De nouveau, c’est la Proposition qui nous assure que cette limite est
bien définie.

Remarque 6.2.4. On pourrait aussi appliquer ces limites dans 'ordre in-

verse, c’est-a-dire couper d’abord les fonctions, et alors laisser tendre l'en-

semble C' ‘vers 'infini’. C’est la positivité de f qui nous garantit que ces deux

routes nous ménent au méme résultat. Comme vous pouvez soupconner, on

pourrait aussi définir {{ f(z, y)dady pour f continue sur C mais pas forcément
c

positive, si nous savons que |f| est intégrable sur C.

6.3 Outil de calcul I : Domaines bornés par les
graphes de fonctions

Proposition 6.3.1. Soient ¢, et po deux fonctions continues d’un intervalle
I = a1, as] a R, telles que 1(x) < pa(x) pour a1 < x < ag. Soit

C={(r,9) eR? | ay <z < as, p1(z) <y < ()},

U={(z,y) eR* | a1 <z <aspi1(z) <y < pa)},

et f une fonction continue et bornée sur U.

Alors C et U sont Jordan mesurables, m(C\U) = 0, et
az  rpa(x)
[[ sty = [ saya.
a
C

v1(z)

Naturellement, on a une formule similaire si on utilise des fonctions dans la
variable x.
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y=¢ ,(x)

y=¢ ()

FIGURE 6.5 — Domaine borné par des graphes de fonctions

Exemples 6.3.2. 1. Soit
C={(z,y)|y=02"+y* <1},

la moitié d’un disque. Alors cet ensemble est la région bornée par les
fonctions p1(z) = 0 et po(z) = /1 — 22. Soit,

Y

Alors f est continue et bornée sur U, et on peut aisément calculer alors

que
Uf(w)dxdy

fU={(z,y)|y>0,2"+y° <1} > R: (z,y) >

1 V1—z2
f (
—1

Y gy)ds
0 A/ 1% + 12
1
_ j (Ve + 2y )da
—1
1
_ J (1= |o|)da
—1

= 1.
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AN

FIGURE 6.6 — Moitié d'un disque

2. Soit
C={(z,y)|x=0,y=0,z+y<1},

un triangle plein. On a que cette région est bornée par les graphes des
fonctions ¢y (z) = 0 et po(r) = 1 — z. Soit
f:C->R:(x,y) — zy.

Alors on a que

L J F@y)dady — fol f:x rydyds

L gy=1-a
~ [ el
0

1 1
= — | 2(1—2)%de
2 ),
1.1 2 . 1
ol =377+ 'k
1

24

3. Considérons le sous-ensemble C' du plan borné par les droites y = z,
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y = 2 et le graphe de la fonction x — 4/x. Soit f la fonction
f:C—->R:(z,y) > sin ;T—xdzvdy.
)

Nous souhaitons calculer {§ f(z,y)dzdy.
C

Une premiére méthode serait de couper C' en deux parties C' et Cy par
la ligne verticale x = 2. Alors on voit que

J f(z,y)dzdy ij z,y)dxdy —i—f f(z,y)dzdy
c

= L fﬁf(x, y)dydz + L4 f;f(x, y)dydz.

Néanmoins, nous voyons que l'intégrale par rapport a y est difficile a
calculer.

Observons maintenant que C' peut aussi étre réalisé comme la partie
bornée par le graphe de deux fonctions dans la variable y, notamment
les fonctions y — y et y — y?, avec domaine y € [1,2]. Donc

r2 P
ff(m)dxdy - f £, y)dady
ol Yy

J1 Yy 2y
r2 9
Yy L 4,2
= [—— COb(—y)]gy, dy
2 2
= —;L yCOS(gy)dy
2,2 ™ 2 [ m
i RlpysinGuli- | sin(Gy)dy)
4 2 s
= 1= COS(gy)]%)
4 2
= —;(—1 - %)
4 2
= —(1+-)
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6.4 Outil de calcul II : Changement de variables

Pour introduire la formule pour le changement de variables, on aura besoin
de quelques définitions.

Définition 6.4.1. Un ensemble ouvert U dans le plan est un ensemble tel
qu’autour de chaque point, on peut trouver un petit disque qui se trouve en-
tierement dans [’ensemble.

\\

FIGURE 6.7 — Disque ouvert FIGURE 6.8 — Disque fermé

Exemple 6.4.2. Un disque ouvert (donc sans le bord) est un ensemble ou-
vert. Un disque fermé (donc avec le bord) n’est pas ouvert.

On aura besoin de la notion du jacobien d’une transformation du plan (ou
d’une partie du plan).

Définition 6.4.3. Soit U, V deux ensembles ouverts dans le plan, et soit
f U —V une fonction a dérivées partielles continues,

f(xay) = (fl(x7y)v fQ(fE,y))

Fay) Ly
Pour tout p = (x,y) dans U, le déterminant de la matrice y

Lay) L)

ox ’ oy ’

est appelé jacobien Jy de f (dans le point p).

On dit que f est un difféomorphisme de U a V' si f est bijective avec J¢(p) #
0 pour tout p dans U.
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On a donc que Jy est une application U — R. La valeur absolue |J;(p)|
du jacobien J;(p) mesure 1’élargissement relative d’une volume infinitésimale
autour du point p. Si J¢(p) = 0, on dit que p est un point singulier de f : la
fonction ‘aplatit’ la région autour de p.

Le signe de J¢(p) mesure si f change l'orientation autour de p : par exemple
si J¢(p) est positive, 'image d’un courbe circulaire dans le sens des aiguilles
d’une montre autour de p va avoir comme image un courbe qui va encore
dans le méme sens.

Exemple 6.4.4. Soit f la transformation (z,y) — (x + 2y,y). Comme c’est
une fonction linéaire, le jacobien est constante, Jy(x,y) = 2 pour tout x,y.
Des carrés avec des cotés de longueur 7 (et donc d’aire r?) sont transformeés
en parallélogrammes d’aire 272, Pour des fonctions arbitraires, ce phénoméne
se produit ‘infinitésimalement’.

A=2r’

FIGURE 6.9 — Transformation (z,y) — (z + 2y, y)

Exemple 6.4.5. Considérons la fonction
fiR? >R (2,y) — (¢ — y*, —2zy).

afi

“L(r,y) = 2x. La matrice totale des dérivées

Alors on a fi(x,y) = 22—y, et
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20 -2y
-2y —2x )
Le jacobien de f est donné par Jp(z,y) = —4(z* + y?). On voit que f n’a

que 0 pour point singulier, et que f élargit les régions de plus en plus si on
s’éloigne de 1'origine.

partielles est

On peut maintenant formuler la formule de changement de variables pour les
intégrales doubles.

Proposition 6.4.6. Supposons que Cy et Cy sont deur sous-ensembles du
plan qui sont Jordan mesurables, et supposons en plus que Uy et Uy sont deux
ensembles ouverts tels que

2. C\U; est Jordan négligeable, et
3. Uy et Uy sont difféeomorphes par rapport a une fonction ® : Uy — Us,.

Si alors f est une fonction continue et bornée sur Uy, on a que
[ rworua = [ [ 5@ liote ey,
CQ Cl

ot Jg est le jacobien de P.

Remarque 6.4.7. 1. Le fait que nous avons écrit v et v a gauche est
seulement pour rendre la formule plus claire - on aurait aussi utiliser
de nouveau z et y.

2. On doit utiliser la valeur absolue du jacobien pour des raisons d’orien-
tation.

Donnons aussi une version plus générale pour les fonctions positives.

Proposition 6.4.8. Supposons que C7 et Cy sont des sous-ensembles du
plan qui s’écrivent comme union de sous-ensembles Jordan mesurables C ,,
respectivement Cy . Supposons en plus que Uy < C et Uy < Cy sont deuz
ensembles ouverts tels que

1. C;,\U; est Jordan négligeable pour tout i € {1,2} et ne N, et
2. Uy et Uy sont difféomorphes par rapport a une fonction ® : Uy — Us,.
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St alors f est une fonction continue et positive sur Us, on a que

[ woua = [[s(@mlioe ey,
Co Ch

ot Jg est le jacobien de P.

Exemples 6.4.9. 1. Considérons le changement en variables polaires, qui
est trés utile quand on veut évaluer des intégrales sur des (parties de)

disques.
Soit s > 0 et
Cs = {(z,y) e R? | 2 + ¢ < s},
Us = {(z,y) e R? | 2% + 4 < s)\{(2,0) | z < 0}.
Considérons

O :(0,s) x (—m,m) — Us : (r,0) — (rcos(0), rsin(0)).

Alors ces données satisfont les conditions dans la Proposition [6.4.6. On
calcule que

0B, 0,

or 00
Jo(r,0) = oDy 0Dy

or 20

B cos(f) —rsin(f) ‘
sin(f)  rcos(f)

= T

Si donc f est une fonction continue et bornée définie sur Uy, on obtient
que

fff(x, y)dady = LS J—: rf(rcos(z), rsin(z))drdd.

Considérons par exemple la fonction

2

fiC R (n,y) > eV
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Le changement en variables polaires nous donne alors que

ij(a:,y)dxdy J J re " drdd
c. 0 J—m
= WJ e dr?
0

2

= WJ e~tdt
0

= —ale™ly

= n(1—e*).

Nous pouvons nous servir de ce calcul pour déterminer 'intégrale gaus-
. 0 2 . 0 —r2 . p

sienne S_OO e~ " dr. En effet, si nous notons [ = S_OO e~ " dr, une intégrale

qui est évidemment convergente, nous voyons que

N N Y
I’ = limf J e ¥ YVdady
N—w _NJ_N

= lim er_”’j_@ﬁ dzdy
S$—C0
Cs

= lim7(1—e)
§—C0
= .

Il suit que
o0
J e~ dr = /7.
—00

2. Méme si un domaine est borné par les graphes de deux fonctions, il
peut étre opportun de faire un changement de variables. Considérons
par exemple le triangle plein Cy borné par les axes de coordonnées et
la droite x + y = 1, et soit U, son intérieur. Soit f la fonction

yw

f:Uy—>R:(z,y) > evre.

Alors il n’est pas clair comment intégrer

Ll foy f(z,y)dzdy ou Ll f: f(z,y)dydz.
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Mais considérons le triangle plein C'y qui est borné par les droites v = u,
v = —u et u = 1. Soit U; son intérieur. Alors on a que la transformation

TR R: (u,0) (%(u—v),%(u—l—v))

donne un difféomorphisme entre U; et Us. Comme le jacobien de T est
donné par la fonction constante

Jr(u,v) = 1/2,

nous voyons que

| sy

JJf(%(u —v), %(u + v))%dudv

A NI~ NI~ N
[
o




Troisiéme partie

Intégrales curvilignes
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Chapitre 7

Courbes paramétrées

7.1 Deéfinition

Définition 7.1.1. Une courbe (paramétrée) est une application continue
vila b = RE e (1), (1)

d’un intervalle [a,b] dans R2.

On dit que v est fermée si y(a) = v(b).

On dit que 7y est un lacet si~y est fermée et en plus v est injective sur [a,b)
(ce qui veut dire que 7y est une courbe fermée qui n’a pas d’intersections avec
soi-méme).

Nous disons qu’une courbe est de classe C! si les fonctions v, et 2 admettent
une dérivée continue (par morceauz).

Remarque 7.1.2. On admet parfois aussi des intervalles ouverts, ou des
intervalles non-bornés comme domaine.

Définition 7.1.3. Soit 7 : [a,b] — R? une courbe de classe C'. La vélocité

(ou vecteur-vitesse) de v est la fonction v, = ' = Z—’Z,

vy ¢ [a,0] = R® ot — (91 (1),75(t))-

La vitesse (ou vitesse absolue) de v est la norme euclidienne de la vitesse,

[y ]+ [, b] = R+t — /9] ()2 + 75(0)%
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y (@)= (b)

0

v (b)

FIGURE 7.1 — Une courbe FIGURE 7.2 — Une courbe fermée

Remarque 7.1.4. Plus précisément, la vélocité d’une courbe v dans un point
t doit étre considérée comme un vecteur dans le plan avec point d’application
le point (t), et la direction v, (t) = +'(¢).

7.2 Paramétrage de courbes classiques

Nous donnons des paramétrages pour quelques figures bien connues.

7.2.1 Segments

Soit p = (z,y) et ¢ = (w, z) deux points dans le plan. Nous voulons paramé-
trer le segment droit qui unit ces deux points. Nous posons

v :[0,1] — R?, t (I=t)(z,y) +t(w,2) = (1 —t)x +tw, (1 —t)y +12).
Alors 7(0) = p et v(1) = g. La vitesse de vy est la vecteur avec direction

vy (1) = (w =,z —y) = pi.
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La vitesse absolue ||v, | de v est donc constamment

D= pg] = lp—all = v/ (w—2)* + (z = y)?,

la distance entre p et q.

q=(w.2)

p=(y)

FIGURE 7.3 — Segment de p a ¢

7.2.2 Ellipses

Considérons ellipse donnée par I’équation

ZE2 y2
¥+b—2:1,

ol a,b e RS . Nous pouvons la paramétrer par
v :[0,27] : t — (acos(t),bsin(t)).
La vitesse est donnée par

v, : [0,27] — R?, t — (—asin(t), bcos(t)).

La vitesse absolue devient |v,|(t) = y/a2sin(t)2 + b2 cos(t)2. En particulier,
dans le cas d’un cercle, donc si a = b, nous voyons que la vitesse absolue est
constamment a.
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x

02 04 06 08 1 12 14 16 18 22 24 26 28

FIGURE 7.4 — Ellipse

7.2.3 Paraboles

La parabole
2

Yy = ax
avec a > 0 peut se paramétrer avec la courbe
7v:R —R? t > (t,at?).

Nous voyons que

vy (t) = (1, 2at), v, (t)| = V1 + 4a?t2.

7.2.4 Hyperboles

La branche supérieure de ’hyperbole % — i—z =1, out a,b > 0, se parameétre

b
par la courbe

7:R — R? t — (asinh(t), bcosh(t)).
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28 26 -24 22 -2 -18 -16 -14 -12 -1 08 -06 -04 -02 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 2

0.5

FIGURE 7.5 — Parabole

La vitesse est donnée par le vecteur
v (t) = (acosh(t), bsinh(t)),

et la vitesse absolue par

v, | (t) = 4/a? cosh(t)? + b2 sinh(t)2.

Un autre paramétrage pour la branche supérieure de cette hyperbole est
donnée par

b
AR — R? tn—><t,—-\/a2+t2>.
a

En effet, nous avons que v(t) = A(¢(t)) ou ¢(t) = asinh(t). Pour le paramé-
trage A, la vélocité est donnée par

bt

Nl

ua(t) = (1,
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0.5

0.5

FIGURE 7.6 — Hyperbole



Chapitre 8

Formule de Green-Riemann

8.1 Travail d’une force le long d’un chemin

Supposons que F' est un champ de vecteurs dans un sous-ensemble ouvert
U < R2. Cela veut dire qu’a tout point (z,y) € U, nous avons associée un
autre couple

F(x7y) = (F1(1'7y),F2(33,y)) € RQ?

ce que nous interprétons comme la direction d’un vecteur avec point d’appli-
cation (z,y). Nous disons que le champ de vecteurs est continu si cela vaut
pour la fonction F'.

Nous voulons maintenant intégrer un tel champ de vecteurs le long d’une
courbe. Présentons d’abord 1'idée derriére ce concept. Si 7y est une courbe avec
image dans U, nous pouvons y associer un champ de vecteurs sur 'image de
7, en mettant dans ~y(t) le vecteur de vélocité v, (t). Mais nous avons aussi
le vecteur donné F(vy(t)) dans ce point. Alors, si nous avons un couple de
vecteurs v et w, nous pouvons y associer un nombre, leur produit scalaire,

vew = {v,wy = vjw; + vaws = |vl||jwl cos(h),

ol # est 'angle entre v et w. Donc, étant donné notre courbe v et notre
champ de vecteurs F', nous pouvons en associer la fonction réelle

w:fa,b] = Rt — oy (1), F(v(1)))-

113
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FIGURE 8.1 — Champs de vecteurs

Comme w est simplement une fonction sur un intervalle avec valeurs réels,
c’est clair que nous pouvons en prendre I'intégrale. Ce raisonnement nous
méne a la définition suivante.

Définition 8.1.1. Soit F' un champ de vecteurs continu dans un ensemble
ouvert U € R%. Soit f une courbe de classe C (par morceauz) dans U,

v : [a,b] — U.

Nous appelons travail de F' le long de v, ou intégrale curviligne de F' le long
de v, le nombre

[ro0-ax - | (1) A (0t
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8.2 Propriétés algébriques
Nous commencons par une propriété qui montre que le paramétrage concret,

d’une courbe n’est pas essentielle pour les intégrales curvilignes.

Proposition 8.2.1. Soient v, : [a,b] — R? et vy : [¢,d] — R? deux courbes
de classe C! telles que

Ya(t) = 11(o(1))

pour une fonction bijective

¢:[ed] —la,0]

avec dérivée continue telle que ¢'(t) > 0 pour tout t € [c,d]. Alors pour tout
champ de vecteurs F avec dérivées partielles continues qui est définie sur un
ensemble ouvert qui contient [tmage des courbes v, et v, on a que

LF@«m:JF@y@.

Y2

Par contre, si nous choisissons ¢ tel que ¢’(x) < 0 pour tout z, on doit ajouter
un signe. Formulons un cas spécial qui est trés utile.
Proposition 8.2.2. Soit v : [a,b] — R? une courbe de classe C*. Soit
7° i [=b, —a] — R? la courbe

701 [=b,—a] = R? : t — y(—t),

ce qui est un paramétrage de l'image de v mais dans le sens opposé. Alors pour
tout champ de vecteurs F' avec dérivées partielles continues qui est définie sur
un ensemble ouvert qui contient [image de la courbe v, on a que

LF@«Mz—LF@)M.

Nous avons aussi une propriété d’addition par rapport a la composition de
deux courbes.
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Proposition 8.2.3. Soit v : [a,b] — R? et 5 : [b,c] = R? deux courbes
de classe C' par morceauz telles que v1(b) = y2(b). Soit v leur composition
dans le sens que

Alors pour tout champ de vecteurs F avec dérivées partielles continues qui
est définte sur un ensemble ouvert qui contient l'image de la courbe v, on a

" LF(X)-dXle F(x)-dx+L2F(x)-dx.

Passons maintenant au dépendance d’une intégrale curviligne sur 'image
d’une courbe. En général, I'intégrale curviligne d’un champ de vecteurs dé-
pend essentiellement de la courbe sur laquelle nous intégrons, et pas seule-
ment du début et la fin de la courbe.

Exemple 8.2.4. Soit F(z,y) = (0,x), et considérons les deux courbes
re [0.m] >R, t e (cos(t), £sin(t)),

qui vont de (1,0) a (—1,0) en passant respectivement par la partie en haut
et la partie en bas du cercle d’unité. Alors

J F(x)-dx = Jﬂ - (—sin(t)) + cos(t)(+ cos(t))dt

= f cos(t
= J (cos(2t) + 1)dt
0

T
2

|
-+
o
[\:)I —

ce qui dépend donc du choix de v, ou v_.

Pourtant, il y a une classe importante de champs de vecteurs pour lesquels
la courbe n’est pas essentielle.
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FIGURE 8.2 — La courbe . FIGURE 8.3 — La courbe v_

Définition 8.2.5. On appelle un champ de vecteurs F sur un ouvert U
exact[l] s’il eziste une fonction Z : U — R avec dérivées partielle continues
telle que le gradient de Z est F', donc telle que

07z o7
)= (5. 5)

On appelle alors Z une fonction primitive (ou fonction potentielle, ou sim-
plement potentiel ) pour F.

Proposition 8.2.6. Soit F' un champ de vecteurs exact sur un ouvert U,
avec fonction primitive Z. Soit 7 : [a,b] — U une courbe de classe C* dans

U. Alors

En particulier, l'intégration ne dépend que des points extrémes de la courbe
v.

On peut aisément démontrer cette proposition :

| Feo-ax = [(Ea@mo+ 5 owmo

a

= J (Z o) (t)dt

= Z(v()) — Z(+(a)).

1. En vérité, on n’utilise pas ce terme pour les champs de vecteurs, mais plutdt pour les
‘formes différentielles’ (desquelles je n’introduis pas la définition). Pourtant, a tout champ
de vecteurs dans le plan, il correspond une forme différentielle, et j’appelle ici un champ
de vecteurs exact quand la forme différentielle associée est exacte.
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oll nous avons utilisé la régle de chaine pour les fonctions multi-variables.

Une propriété qui est trés proche de 'exactitude est celle d’étre un champ de
vecteurs fermé.

Définition 8.2.7. Soit F' un champ de vecteurs avec dérivées partielles conti-
nues sur un ensemble ouvert U < R2. Nous disons que F est ferméf] si

oFy  0F,

oy ox

Nous voyons que cette condition est [ocale : on peut la vérifier dans chaque
voisinage d’un point de U. Par contre, ’exactitude est une condition globale :
nous voulons une seule fonction Z, définie sur le tout de U, telle que le
gradient de Z est égal & F'. Cela explique un peu pourquoi, dans la proposition
suivante, la forme de I’ensemble U est importante pour pouvoir relier les deux
conditions.

Proposition 8.2.8. Soit [' un champ de vecteurs avec dérivées partielles
continues défini sur un ensemble ouvert U < R2.

1. Si F est exact, alors F' est fermé.

2. Si F est fermé et U est un ouvert convexef], alors F est ezact.

Exemple 8.2.9. Considérons I’ensemble
U= RQ\{(O’ O)}v

le plan sans l'origine. Alors U n’est pas convexe. Soit

Flew) = (962 +y? a? +y2) ’

2. De nouveau, cette définition est plutot utilisée pour la forme différentielle associée.
Remarquons aussi que dans un contexte physique, ol on interpréte F' comme une force,
on dit que ‘F est une force conservative’ précisément quand F' est un champ de vecteurs
fermé.

3. On dit qu'un ensemble est convexe si avec chaque couple de points qui se trouvent
dans ’ensemble, aussi le segment qui joint les deux points se trouvent dans ’ensemble.
Par exemple ’intérieur d’une ellipse est convexe.
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ce qui est un champ de vecteurs bien défini sur U. On vérifie que

O, _oF

a—y(x,y) = (z,y) =

y? — 22
(22 + y2)2’

donc F' est fermé. Mais F' n’est pas exact sur U : on voudrait prendre

Z(x,y) = arctan (y>
T

comme fonction primitive, mais ce n’est pas possible de définir cette fonction
de maniére dérivable (ou méme continue) sur le tout de U.

En fait, on peut démontrer que F n’est pas exact en démontrant que la
Proposition ne vaut pas dans ce cas. En effet, considérons de nouveau
les deux courbes

v+ : [0,7] = U, t — (cos(t), £ sin(t)).
Alors

Li F(x)-dx = r(i sin(t)? + cos(t)?)dt

0
= =+

Les deux intégrales ne sont pas égales.

Le champ de vecteurs F' ci-dessus peut étre utilisé pour définir un nombre
entier associée a une courbe fermée v de classe C* qui évite le point (0,0).

Proposition 8.2.10. Soit v une courbe fermée de classe C' sur lintervalle
la,b], telle que v(t) # (0,0) pour tout t € [a,b]. Soit F' le champ de vecteurs
défini sur U = R?\{(0,0)} par

_y x

Alors le nombre

t

Ny

_ 1 o) dx = & " n()74(t) — 1 ()y2(t)
o7 A/F( )-d 27TL 7 ()% + Yo (t)? d

est un nombre entier.
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Définition 8.2.11. Soient v et F' comme dans la proposition ci-dessus. Nous
appelons le nombre n., l'indice de v par rapport a (0,0).

Intuitivement, n., mesure combien de temps v tourne autour du point (0, 0).
Le signe de n, détermine si on tourne dans ou contre le sens des aiguilles
d’une montre. Par exemple, pour

v :[0,27] > U : t — (cos(t), sin(t)),

un cercle autour de (0,0) contre le sens des aiguilles d’'une montre, 'indice
n. est égale a 1.

Naturellement, on peut aussi définir I'indice d’une courbe par rapport a un
autre point que (0,0) (en supposant que la courbe ne passe pas par ce point).
L’indice par rapport a un point (x,y) sera noté n.,(x,y).

8.3 Formule de Green-Riemann

Pour calculer 'intégrale d’'un champ de vecteurs le long d’'une courbe, nous
n’avons besoin que des valeurs du champ F sur I'image de la courbe. Main-
tenant, nous allons voir une formule qui nous permet de calculer une telle
intégrale en utilisant les valeurs de [’ dans des autres points.

Intuitivement, c’est clair qu'un lacet (c’est-a-dire une courbe fermée sans in-
tersections avec soi-méme) divise le plan en deux parties, une partie intérieure
et bornée U, et une partie extérieure V.. Nous noterons 'union U, u~([a, b]),
ce qu’est en fait I'adhérence de U,, comme €2,. On a donc que (2, contient
I'image de la courbe paramétrée -y, ainsi que tous les points du domaine borné
par cette image.

Lemma 8.3.1. Soit v un lacet de classe C*, pour lequel la vélocité v, ne
s’annule jamais. Alors Q. est Jordan mesurable.

Nous pouvons maintenant formuler le théoréme de Green-Riemann[f

4. Ce théoréme n’est qu’un cas trés spécial d’un théoréme beaucoup plus général, connu
comme ‘théoréme (ou formule) de Stokes’.
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Theoréme 8.3.2 (Théoréme de Green-Riemann). Soit v : [a,b] — R? un
lacet de classe C*, pour laquelle indice n.(x,y) est 1 pour un point (et alors
tout point) dans Uintérieur de S).,. Soit F' un champ de vecteurs avec dérivées
partielles continues sur un domaine ouvert qui contient (), ainsi que l'image

de . Alors
J F(x)-dx = Jf (@ — @) dzdy.
. ) or oy

Exemple 8.3.3. Soit
v :[0,27] — R?: t — (cos(t), sin(t)).
Alors ), est le disque
Q= {(z,y) eR* [2* +y* < 1},
Considérons maintenant le champ de vecteurs
F:R* > R*: (2,y) — (—y,2).

Alors oF oF
2 1 B
(% - a—y)(%y) =2.

0F, OF, _ _
H (% _ 5_3/) (&, y)dzdy = 2”dxdy — o,
Q'V

~y

Donc

ce qui nous donne le terme & droit dans le théoréme de Green-Riemann.

Le terme & gauche de ce théoréme se calcule comme suit :

J F(x)-dx — fW(Fl(cos(t),sin(t))(—sin(t))+Fg(cos(t),sin(t))(cos(t)))dt

0

_ fow(sin(t)z T cos(t)?)dt
= 2.

En effet, les deux termes s’accordent pour cet exemple particulier.
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Remarque 8.3.4. En fait, ce théoréme est encore vrai si on admet des lacets
qui sont avec dérivée continue par morceaux. Ainsi, on peut aisément vérifier
le cas spécial d’une intégrale de contour sur un rectangle [ai, as] x [by, bo].
Ci-dessous, nous donnons les détails. On peut alors démontrer le cas général
en rapprochant le domaine donné avec des polyrectangles, et de montrer la
formule de Green-Riemann pour les polyrectangles en utilisant la propriété
d’additivité pour les intégrales doubles, et le fait que les intégrales curvili-
néaires sur des courbes v et v° de direction opposée s’annulent.

On a que le bord d’un rectangle [a;,as| x [b1, 2] se décompose en quatre
segments, qu’on peut paramétrer comme suit :

7 ar, ax] — R? 1t — (t,by),

Yo : [b1, ba] = R? 1t — (t,a9),
vs : [ar, as] — R? 1t — (ay + ag — t,by),
Y4 : [bl,bg] — Rz t— (bg + b1 —t,al).

Pour v3 et 4, il faut prendre les paramétrages tels qu’on voyage a gauche,
respectivement en bas - on a alors que la composition v de tous les segments
Y1, V2, V3 et 4 forme une courbe avec dérivée continue par morceaux autour
de l'intérieur du rectangle [aq, as] x [b1, bo].

Soit maintenant F' un champ de vecteurs avec dérivées partielles continues
défini sur le rectangle [ay, as] % [by, by]. Alors on a que

LF(X).dx:gLF(X)-dX.

On calcule que

Ll F(x)-dx = JGQ(F(t»bl) -y (t))dt
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En continuant de cette facon, on arrive a

LF(X)-dx _ f@Fl(t,bl)dHJb2F2(a2,t)dt

ay b1

az
—f Fl(al + a9 — t, bg)dt

al

b
—f FQ(CLl, b1 + b2 — t)dt
b1

Par un changement de variable pour les deux derniers termes, on peut écrire
cette expression dans la forme suivante :

b

LF(X)-dX _ J@Fl(t,bl)dtJrJ Fy(as, 1)t

ay b1

a2 b2
—f Fl(t,bg)dt— J FQ(al,t)dt.
b

al 1

Considérons maintenant le terme a droite dans 1’égalité de Green-Riemann.
On a que

j | G- She iy

[a1,a2] x[b1,b2]

b
2 0Fy, O
= _— — — dyd
) f (6x 2 )(z, y)dydx
rba raz F
= f 6& (x,y)dady — J J :L’ydydx
Jb al
rbo b
- [z - [ A
Jb a
r‘;z b 1 as as

Fy(x,by)dz + J Fy(x,by)dz.

ai

= (a'2a )dy J Fg(CLl, y)d?/ - J
Jby b1

ai

Naturellement, comme nous faisons I'intégration sur les variables x et y, nous
pouvons les remplacer par n’importe quel autre symbole, et nous arrivons
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donc a

ba ba
ff @ _ Lf;)(m,y)d:vdy = J Fy(az, t)dt _J Fylas, t)dt

b1 bl
[a1,a2]x[b1,b2]

- f Fu(t, bo)dt + J Fu(t, by )dt,

al al

ce qui est exactement ’expression d’auparavant.

Exercice : Démontrer le théoréme de Green-Riemann pour le cas ou v est
décrit le cercle d’unité. (Suggestion : utilisez un changement en variables
polaires.)
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